MPSI Claude Gellée
Thomas Masanet

2023/2024

1)
2)
3)
1
2)

3)

1

2)

1)
2)
3)
4)
5)
6)

TD 6 : FONCTIONS USUELLES

Exponentielle, logarithme, fonctions puissances

Simplifier a® pour a = exp (xz) etb= %ln (xl/x).
Comparer lim,_,o+ x*) et lim, g+ (x*)*.
Calculer lim,,_, , oo x'/%, lim, o x¥* et lim,_q+ x/*.
(Vrac) Montrer les égalités et inégalités suivantes :
Vx>0,In(x)<x—1;

Vx € [—1;1], Arccos(x) + Arcsin(x) = 5

six>0

T
* 1y 2
VxR ,Arctan(x)+Arctan(x) { “r gix<o-

Résoudre les systémes suivants

8% =10y
2¥ =5y

eXe? =q
2xy =1

Résoudre les équations suivantes d’inconnue x € R :

eX+el™=e+1 7) 2" =3°

XV = (/x) 8) 2571+ 4% =15

92x _ gx—1/2 _ gx+1/2 _ 92x—1 9) VE+ Yx=2

log(x —2)+1log(x+3)=2 10) }ﬁgg _ iggg olla>1

2 —
ln(x —1)+ln(4)—ln(4x—1) 11) 3% 4 4% = 5%
Injx — 1] + Inlx + 2| = .
In |[4x2 +3x —7| 12) x** =

N

1) FEtudier la fonction fixm—xx

1

* X 1
2) Trouver tous les x € R, x* = 7

@ Déterminer la limite en +00 des fonctions suivantes :

1) In(x)—e*
x3

exp(v/x)

3) ln(f/-;ex)

exp(vx)+1
4) exp(x2)+1 *

Démontrer que, pour toutn > 2, on a
1\" 1\
(1+—) SeS(l——) .
n n

Fonctions circulaires

Simplifier les expressions en donnant les ensembles de définition :

1) cos(2Arccos(x)) 4) cos(2Arctan(x))
2) cos(2Arcsin(x)) 5) sin(2Arctan(x))
3) sin(2Arccos(x)) 6) tan(2 Arcsin(x))

x
1+x2

Simplifier 'expression Arcsin( ) en donnant avant tout 'ensemble de

définition.
Simplifier Arctan % + Arctan % + Arctan %.

Résoudre les équations d’inconnue x € R :

¥
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1) Arcsin(x) = Arcsin g + Arcsin % 4) Arcsin (m%) =X
2) Arcsin(tan(x)) = x 5) Arccos(1) + Arccos(3)
3) Arctan(x) + Arctan(+v/3x) = % Arcsin(x).

Résoudre les équations suivantes d’inconnue x € R :
1) cos(2x —t/3) = sin(x + 37/4)
2) cos*(x) +sin*(x) =1
3) sin(x)+sin(3x)=0
4) sin(x) + sin(2x) + sin(3x) =0
5) 3cos(x)— +v3sin(x) = v/6
6) 2sin(x)cos(x)+ +/3cos(2x) =0
) tan(x)tan(2x) = 1.

. % % % Montrer que :

Vx € R, cos(sin(x)) > sin(cos(x))

Fonctions hyperboliques

Démontrer que, pour tous x, y € R,

sh(x + y) = sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y)
ch(x + y) = ch(x) ch(y) + sh(x)sh(y).

Pour n € N et (a, b) € R?, calculer :

n n

C :Zch(a+kb) etS :Zsh(a+kb)

k=0 k=0
Etablir que :

1
Vx € R,,Arctan(sh x) = Arccos (—)
chx

Exemple 1

Exemple 2

Résoudre dans R les équations suivantes :
1) 5ch(x)—3sh(x)=4
2) 3sh(x)—ch(x)=1
3) ch®(x)—sh’(x)=1

Démontrer les inégalités suivantes, valables pour tout x > 0 :

%2
sh(x) > x,ch(x)>1+ >

On pose f : x n—>ln( itﬂg)

1) Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f.
2) Simplifier f.

th (%) Exprimer sh(x), ch(x) et th(x) en fonction de t.

Fonctions a valeurs complexes

Soit f : I — C dérivable. Montrer que f est dérivable.

Soitae C\Retf:R—C:

1
t—a

t—

Pour n € N, donner I'expression de sa dérivée n-ieme.

(Formules de ’'angle moitié, version hyperbolique). Soit x € R. On pose t =




