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I Questions préliminaires

Exercice n°1 (Complexes, trigonométrie, géométrie)

1) a) Voir cours.

b) On fait 'encadrement progressivement : 0 <a < 7
0<b<mdonc—m <—b<0O.
Dot —m <a—b<metdonc £ <L <

INE]

2
(c) Par la méthode de 'angle moitié, on a :

jath - . . o ; b _
Donce' 2 (2 cos(az—b)) est bien la forme trigonométrique de e'® + e ot1 2 cos(“z—b) est son module et %
son argument.

1) Attention, pour x € R, e = cos(x) + isin(x) # sin(x) + i cos(x). Pour faire apparaitre une
exponentielle complexe on va donc transformer le cosinus et sinus en sinus et cosinus respec-
tivement :

sin(x) +icos(x) = cos(g —x)+1i sin(g —X)

. . T
Un argument de sin(x) + 1 cos(x) est donc 5 — x.

2)
J1-ai 1=k,

I N TR I D
12k, o
= 10 1
_ %[1.3—(—2).(—1) +i(1.(~1) +3.(~2))]
_1 .7
~10 ‘10

43in

3 3
2, =€ 3 = cos(4—n) +isin(4—n)
3 3
= cos(7.2m + g) +isin(7.2w+ g)
T, .. T
= —_ + —_
cos(3) ls1n(3)

1 4|3

3) Pour le premier il est important de passer a la forme trigonométrique avant d’élever a la
puissance (Rappel : la forme algébrique se comporte bien avec les opérations liées a I'addition
quand la forme trigonométrique se comporte bien avec les opérations liées a la multiplication
et la puissance.)
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7 .
— (2‘/”?) (eSlT”)7
ez
21 35in_in
=22¢ 4 2
21 33in
=272¢ 4,

Pour le second il faut faire attention que le module d'un nombre complexe qui apparait dans
la forme trigonométrique est positif :

Remarque : Ceci est bien la forme trigonométrique car ¢ € [0, 7] donc sin(5) > 0.

4) On peut raisonner par récurrence : On pose P(n) la proposition V (2, ...,%,) € C", (Z:zl zk) =
n R
Zk:1 2.
Initialisation :
Au rang n = 1, la proposition s’écrit :

"VzeC,z=2"
ce qui est vrai.
Hérédité :

On suppose la propriété vraie au rang n.
Soit (27, ...,2,41) €EC", on a:

(nz:zk) = (Zn:zk) +Zn11
k=1

k=1

n
On utilise la propriété pour 2 conjugués (Z

Zk) + Zn+1
k=1
n
On utilise I'hypothése de récurrence _
- k + Zn+1
k=1

n+1
= E :Z_k

k=1

la proposition est donc vraie au rang n + 1.
Par théoreme de récurrence, la propriété est vraie pour tout n € N*,

5) a) Pour z € C, Im((z)) = —Im(z), donc {z € C,Im(Z) = —2} = {z € C,Im(z) = 2}. On
obtient donc le tracé suivant :
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10

8

6

b) Pourz € C, Re((z)) = —Re(z), donc {z € C,Re(2) = 4} = {z € C,Re(z) = 4}. On obtient
donc le tracé suivant :

c)

{ze€C,|z—i|=V2}={z€C,|z+i| = V2}

Le module d’'un complexe est égale au module de son conjugué

{ze€C,lz+i| =2}
={zeC,lz—(0—1)|=v2}

Il s’agit donc des points complexes sur le cercle de centre d’affixe —i et de rayon +/2. On
obtient donc le tracé suivant :
2
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6) a)
T
sin(0) = (———)*
21
— E[eme _46219 + 6_46—216 + e—419]
_cos(40) B cos(26) N 6
8 2 16’

b) On utilise la question précédente :

8sin*(0) —cos(48) =1

cos(40)—4cos(20)+3 —cos(40) =1

cos(20) =

=4
T —T
29€{§+2kﬂ:,k€Z}U{?+2kTC,k€Z}
=4

96{%+kn,kez}u{_—6n+kﬂ:,kez}

7) On la résoud graphiquement sur l'intervalle [—m, 7t] puis les solutions s’expriment modulo
27. Ici on est dans l'intersection de sin(x) < ‘/75 et cos(x) > ‘/7§ On obtient donc :

8) On veut appliquer la formule du binome de Newton. Pour ceci, on doit faire apparaitre des
puissances. Comme dans l'exercice similaire du TD, on peut s’en sortir soit avec les formules
d’Euler, soit en utilisant que cos(k0) = Re(e*?) et sin(k0) = Im(e*?)

On obtient donc :
_ o (n k0 _ S (n iko
C,= E (k)Re(e )—Re(g (k)e )

k=0 k=0

(3 0Jere)

k=0
Formule du binéme

= Re((1+ €)™

Formule de I'angle moitié

= Re(2e'? cos(%))”)
= Re(2" cos(g)”ei%)
=2" cos(%)” cos(n%)

Par le méme calcul, on obtient : S, = 2" cos(%)" sin(n%)

4/i2
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Exercice n°2 (Autour de la bijection réciproque)

1) Cette fonction définie par une fraction est définie partout ol le numérateur ne s’annule pas,
soit D, = R\{1}.
De plus, comme quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule
qu’en 1, cette fonction est également dérivable sur Dy = R\{1}.

2) On calcule la dérivée de la fonction f afin d’en étudier les variations. Le calcul donne pour
X €Dy
o0 = g
Cette dérivée est positive sur D; = D;. La fonction f est donc croissante sur les deux inter-
valles | — 00, 1[ et ]1,+00][.
On détermine les limites de la fonction en —00,1_,1, et +00.

lim f(x)=—2 lim f(x)=+0c0 lim f(x)=—o00 lim f(x)=-2
X——00 x—1,x<1 x—1,x>1 X—+00

Par application du théoreme de la bijection (car f est monotone et continue sur les intervalles
considérés) f réalise donc une bijection de ] — oo, 1[ sur ] —2,+00[ et de ]1,+00[ sur
]—o00,-2[ .

f réalise donc une bijection de D, sur I = R\{—2}.

3) D’apres le théoréme du cours, la bijection réciproque f~! est dérivable en tout point telle
que f o f~! ne s'annule pas. Or f ne s’annule jamais donc f ! est dérivable sur tout point
de son intervalle de définition et on a pour x €1 :

—1v — 1
=55
_Q=f70P
3) 3
a) Soit y €1,
2 1
f)=y&e 1x+ =y
—X
Sx#Flet2x+1=y—xy
— v _y—1
Sx2+y)=y-—1 (=)x-2+y.

D'ou g(y) = 37

b) Plusieurs solutions ici, on peut s’en sortir par étude de fonction comme dans la question
2).
c¢) Soit x € Dy :

go () =gt

2x+1
1—x 1

)

= 2+ 1
2+ gy

3x

1—x

|es

—X

I
FORN
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Soity €1:

_ eyl
fog(y)—f(2+y)

y—1
25+

1—2=L

3y
2+y

2+y

=Y.

II Probléemes

Probléme n° 1

1)

2)

3)

4)

La fonction g est certainement dérivable sur R, et g’(x) = e*—1, donc g est décroissante
sur R et croissante sur R*, admettant un minimum en 0 . Comme g(0)=1—0—1=0,
la fonction est positive sur R tout entier.

a) La fonction h est définie et dérivable sur R, et h'(x) = —e* + (2 —x)e* = (1 —
x)e*. Cette dérivée est du signe de 1 — x, donc h est croissante sur | — oco,—1 ]
puis décroissante sur [1,+00 [, admettant pour maximum h(1) = e — 1. De plus,
lim,_,, o, h(x) = —00, et comme h(x) = 2¢* —xe* —1 et lim,_,_., xe* = 0 (crois-
sance comparée), on aura lim,_, ., h(x) = —1. On peut donc dresser le tableau de
variations suivant pour la fonction h :

T |—oo 1 +o0

—00

b) L’énoncé était manifestement buggué a cet endroit : étant continue et strictement
monotone sur chacun des deux intervalles, h est bijective de ] — 00,1 ] vers ]
—1,e—1 ], puis de [1,+00[ vers ] — 00,e — 1]. Le réel e — 1 étant strictement
positif, 0 appartient a chacun des deux intervalles images, et I’équation h(x) = 0
admet donc deux solutions, 'une sur l'intervalle ]1,+00[ qu’on notera donc a, et
la deuxiéme sur l'intervalle ] —oo,—1 [ qu’on va noter 3. On peut méme noter que
h(0)=1> 0, donc 3 <O.

c) La fonction h sera positive dans l'intervalle [ 3, a] et négative sur chacun des deux
intervalles ] — oo, ] et [a, +00].

La seule chose qui pourrait empécher f d’étre définie sur R serait 'annulation de son
dénominateur. Or, on a rappelé plus haut que I'inégalit é e* > x + 1 était valable sur R,
donc a fortiori e* > x, ce qui prouve que Dy = R.

Pas de forme indét erminée en —oo, le numér at eur tend vers -1 et le dénominat eur
vers —oo, donc lim, _,_, f(x) = 0. De l'autre coté, on va factoriser numérateur et dé-

. . —_— —X . pa— .
nominateur par e* pour obtenir f(x) = 11_;e,x. Comme lim,_,, ., xe™™ = 0 (croissance
comparée classique), on a donc lim,_,, ., f(x) = 1. Il y a donc une asymptote hori-
zontale d’équation y = 1 en +00, et 'axe des abscisses est asymptote horizont ale en

—0Q.

/2
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5) La fonction f est dérivable sur son ensemble de définition et f'(x) =

6)

7)

8)

9

11)

eX—xeX—e® 42¢*—1 __  h(x)
(ex—x)? (ex—x)*"

(e —x) (e ~1)* _
(ex—x)? o

Cett e dérivée est donc du signe de h(x), qu’on a étudié plus

haut. On ne peut bien entendu pas calculer la valeur du minimum et du maximum de f,

on se contentera donc du tableau suivant :

Pour cela, on calcule classi quement f(x) —x =

(x—1)(x+1—e*)
eX—x

T — 00 B o +oo
f'(z) -+ ¢ -
fla)
f 0 \ ~ 1
f(8)
e -1 eX—l—xe +x2 __ eX(1—x)+x2—1 __
o—x X = eX—x - eX—x -

. Le dénominateur est toujours positif, le facteur x + 1 — e* est toujours

négatif d’apres la premier e question de I'exercice, donc f(x)— x est du signe opposé
a celui de x — 1. Autrement dit, la courbe C sera au-dessus de la droit e (D) sur I'int
ervalle ] — 00, 1], et en-dessous sur l'int ervalle [1,+00[. Les des courb es se coup ent
au point de coordonnées (1,1), mais aussi au point de coordonnées (0,0) puisque le
facteur x + 1 —e* s’annule (sans changer de signe) en 0.

On calcule f(0) = 0, puis f’(0) = h(0) = 2¢° — 1 = 1, et on déduit que la tangente en
question a pour équation y = x. Autrement dit, il s’agit tout simplement de la droite

(D).

On est bien s{ir obligés de placer aléatoirement le maximum et le minimum, par contre,
on fait attention a bien respecter les asymptotes horizont ales et la position relative par
rapport a la droite (D) (les points d’intersection sont indiqués en orange ci-dessous) :

N e

a) Par le cours, la fonction In(u) est définie car u est strictement positive et sa dérivée

u
est -

b) Avec la question précédente (+ cours sur les primitives), on reconnait ici la dérivée

de F : x — In(e* — x).

¢) On en déduit que [ = folf(t)dt =[In(e* —x)](l) =In(e—1)—In(1) =In(e—1).

10) Calculons donc : u, = [In(e* —x)—x]j = In(e" —n) —n puisque notre primitive s’an-
nule en 0 . Pour déterminer la limite, écrivons In(e"—n) = In(e"(1—ne™)) = n+

In(1—ne™™). On en déduit que u, = In (1 — ne™"). Par croissance comparée, lim,_, , ., ne”

0, dont on déduit que lim,_,, ., u,, =0.

Le nombre u, —u, est égal a fln( f(t)—1)dt, ce qui représente I'aire comprise entre la
courbe C et la droite horizontale d’équation y = 1, entre les droites verticales d’équation
x =1 et x = n (aire hachurée en violet sur le graphique précédent, jusqu’a I'abscisse
X =4 ou s’arrét e la représentation). D’apres la question précédent, lim,,_,, o, u, —u; =
—u,, ce qui prouve que l'aire hachurée en violet, si on fait tendre la limite supérieure

712

n
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vers +00, va étre égale a 'aire hachurée en vert située entre C, la droite y =letx =1
et 'axe des ordonnées.

Probléme n° 2

1) a) Soit z € D, notons a = Re(z) et b = Im(z) de sorte que 2 =a +1ib.
On a alors que :

1
a—ib—i
_ 1
a—i(b+1)
_a+i(b+1)
a2+ (b+1)2
_ a e b+1
a?+(b+1)> a?+(b+1)?

flz)=

b) D’aprés la question a), pour z € D, f(z) € R si et seulement si b+ 1 =0 ou b = Im(z)
soit si Im(z) = —1. Cela réprésente 'ensemble des points du plans sur la droite y = —1.

c¢) Ona:
1
fer)eUe= —€eU
zZ—1

1
S |l—l=1
Z—1
S lz—i =1
Sz+il=1
car le module du conjugué est le conjugué du module

D’apres le cours on sait que ce sont les points sur le cerle de centre (0,—1) (d’affixe —i)
et de rayon 1.

2)
a) Soit 0 €]—3; 5[

sin?(0)
cos2(9)
_cos*(0) +sin*(0)
B cos2(60)

_ 1

~ cos2(0)

1+tan?(0) =1+

b) En reprenant la question 1a) et sachant que tan(0) est un réel donc de partie imaginaire

nulle, on a que :
tan(6) +i 1

tan(6)? + 12 ltan(@)z +12

En utilisant la question précédente, on a alors :

f(tan(6)) =
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1

¢) Pour montrer ceci, il suffit de montrer que |f (tan(8)) — %I 3

Or on a grace a la question précédente :

L Ll
f Gan(9)) = 51 =15¢”"!
=15lle™)

N =

3) a) i)
F2)=—F4+v3 e ——=—5443

Z—1
o1=E—-)(-2+V3)
22— (V3+i)F+(V3i—1)=0
C’est une équation complexe du second degré en z.
ii) Le discriminant A de cet équation vaut (v/3+i1)?>—4(+/3i—1) = 6—24/3i = 4@(?—
)=4v3e o

iii) Les racines de A sont £6 ol § = v/ 4+/3e™ 2 d’aprés le théoréme rappellé en intro-
duction, les solutions (pour %z ) sont donc de la forme :

V3+i+6
g =—
2
et
V3+i—6
222—2

b)
f@)=z22:—-1i)=1
S a’+b*—ia+b=1
Sa=0eta’+b*+b=1
S a=0etb’*+b—1=0
—1+4/5
—

S a=0etb=

ol a et b sont respectivement la partie réelle et imaginaire de z.

Probléme n° 3

Partie 1 : Propriétés géométriques des éléments de U,

1) Soit k € [0,10]. D’apres la formule de Moivre :

) (an) . (Zkﬂ:)
w =cos| — | +i1sin| —
11 11

\ . . Lo 2 N .
D’apres la relation fondamentale de la trigonométrie, on a : |wk| =1, d’ou |cok| = 1. Ce qui
signifie que w* appartient au cercle unité.

Conclusion : Yk € [0,10], wfeU

oz
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: 11 : .
2) Ona: w!l= (ezm/”) =e?"=1. Conclusion. w''=1
3) Soit k € [0,10]. Ona: '™ x w* = w!! On en déduit avec la question précédente que :
'™ x w* = 1. Par suite : w!* = L. Or: 2 = wk (puisque selon le cours on Z = 1 pour
tout z € U ). Conclusion. Yk € [1,10], wk = w!!™*

4) Soitk €]0,9].Ona:

|wk+1 _ wk| _ |e2i(k+1)n/11 _eZikﬂ:/11| _ |e21kﬂ:/11| « |e2m/11 _ 1| _ |e]'7'c/11 G& _e—in/11)|
=1
= |ei“/11| X —Zisin(i)‘ =|—2i| x sin(i)‘ = ZSil’l( T
11 ~—— 11 1
=1 =2

la derniere égalité provenant de la positivité de sin(%) (car 77 € [0, ]. Conclusion. Vk €
[0,9], |w*!—w*|=2sin(E)

10 , . . . .
D) 1 1 w, avec w . ite :
5) La somme k=0 k est géométrique de raison , avec 1. Par suite

=1
~— =

. 10
Conclusion. Y, _ w*=0

Partie 2 : Propriétés algébriques des éléments de U,

6) D’apres la question 3 ,on a:

@ =w'"%w=wdowt=w;w =w’w = w?

On en déduit que :

A=+ 03+t + 05+ =0+ w3+ 0+ 05+ 0 =0+ + 0+ +w?=B

Conclusion. B=A

7) Ona:
Im(A) =Im (w + »° + w* + ©° + »°)
& Im(A) = Im(w) + Im (®*) + Im (@*) + Im (©°) + Im (w°)
: : Im(A) — Im (eZiTEl].) + Im (e6iﬂf11) + Im (egiﬂ?ll) + Im (eloiﬂfll) + Im (eIBiﬂfll)
. (27 . (6m . (8w . (10m . (18~m
< Im(A) =sin| — | +sin| — |+sin| — | +sin| — | +sin| —
11 11 11 11 11
Les 4 premiers sinus sont strictement positifs, puisque les réels 21_71z’ ?—Tf, ?—’f et 110—1“ sont dans

10, [. Le dernier est strictement négatif, puisque 118—1” est dans ]m,27[. Conclusion. Im(A) =

. (27 . [6m . (8m . (107w . (187

sin| — |+sin| — |+sin| — |+sin{ — |+sin| —
11 11 11 11 11

_— Y Y ~

J

>0 >0 >0 >0 <0

10/12
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8) Ona: sin(lf—lﬂ) = —sin(—llg—f) = —sin(27‘c— 118—1”) = —s1n(4”)

Observons que :

mn _6bn 7m
<—< <
2 11 11
La fonction sinus étant strictement décroissante sur |7t/2, [, on en déduit que :

(6%) . (77‘5) (67‘5) . (7%)
sin > sin| — | d’ou sin —sin|l — |>0
11 11 11 11

Par suite : sm( ) + sin ( 18") > 0. On en déduit avec la question précédente, que :

. (27‘:) . (677:) . (871) . (107‘5) . (187‘5)
sinf — |+sin| — |+sin| — |+sin{ — |+sin{ — | >0
11 11 11 11 11

Conclusion. Im(A) > 0

9) Ona: sm(w”) = —sin(—w—ﬁ) = —sin(27‘c— 118_171) = _Sin(%)

Observons que :

<—< —<
2 11 11
La fonction sinus étant strictement décroissante sur |7t/2, [, on en déduit que :

67I (7 . . [6r . (7T
sin >sin| — | dou sin| — |—sin[ — | >0
11 11 11 11

Par suite : sm( ) +sin ( 18") > 0. On en déduit avec la question précédente, que :

. (2%) . (671) . (871) . (107{) . (1871)
sinf — | +sin|{ — |+sin| — |+sin| — |+sin[ — | >0
11 11 11 11 11

Conclusion. Im(A) > 0

A+B=-1
AxB=3
léquation : X?+ X + 3 = 0. Le discriminant de cette équation est A = —11. Elle posséde donc
exactement deux racines : %“/ﬁ On en déduit donc que :

10) D’apres la question précédente : { D’apres le cours, A et B sont les racines de

—1+iv/11 —1—-iv11
{A,B} N { ’ }
2 2
Puisque la partie imaginaire de A est strictement positive (question 8 ), on peut conclure.
Conclusion. A= =WVl e p— Vil

11) La somme 211(0:1 (—wg)k est géométrique de raison (—w®) # 1. On a donc :

10 3110
Ve (o ) 1me®0P o
Z( w) _( CO) 1+ w3 _( w)1+co3_ 1+ w3

Or: w> = (a)“)3 =13 =1 (question 2). Conclusion. 21111 (—co3) = e

11/12
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12) D’apres la question précédente : 211{11 (—w3)k = }ISZ Or:

1— C()S B 1 _e6m/11 B e3iﬂ:/11 (e—Biﬂ:/ll _eBin/ll) B —21811'1(?;—1) . 3_7'C
1+ w3 14ebin/1l  3in/11 (e=3in/11 4 @3in/11) 9 (og (3_71) ttan

. 10 3\k _ . 3n
Conclusion. 1 (—w ) = —1tan(ﬁ)
13) D’une parton a:
10 )
E :(—(,()3) 0l — w4 02— ol + w0 — W+ w2 — 02 + 3O

k
<=>Z(—w3) ==+ tw—wtt+w — %+ w?—w + b

D’autre parton a :

B-A)+2(w—0) =0+’ + 0+’ + 0 —w—’— o — -0’ + 20— 20"

<:)(B—A)+2(w—w1°) =+’ - tow—w+ o -0+ w—w + b
Conclusion. D’apres les 2 équations précédentes,

10

Z (—co?’)k =(B—A)+2 (co — wlo)
k=1
14) D’apres la question précédente : Ziil (—w3)k = (B—A) +2(w— ') Puisque A et B sont
conjugués (question 6 ), on a : B—A = B— B = 2ilm(B) Ainsi : 211(0:1 (—co3)k = 2ilm(B) +
2(w — ') De plus, selon la question 10, ona: B = %ﬁ Dot : 2ilm(B) = —i+/11 Enfin,
ona: w'®=® (question 3). Dol : w— w!®=2iIm(w) = 2i sin(zl—f) On déduit que :

10

Z (—wg)k = —iv/11 + 4isin (i—?)

k=1

On en déduit, avec la question 12 que :
—iv 11 4+ 4isin (?—T) = —itan(s—ﬂ)

Conclusion. tan (%) + 4sin(i—71r) =411

12/12



	Questions préliminaires
	Problèmes

