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I Questions préliminaires

Probléme n° 1

(Divers)

1)

2)

Soit x € R, pour montrer I'égalité voulue, on va partir du membre de droite :

b\ b*—4ac 2 b b? b?>—4ac
alx+— ) ———=a(x*+2x—+— ) ——
2a 4a 2a 2a 4a
b? b?  4ac
=(ax*+b+—)—(———
(ax 4a) (4a 4a)
b2 b?
=(ax*+b+—)—(——
(ax? +b+2)=(3-—)

On a donc bien démontré 'égalité voulue pour tout x dans R.
Soit P un polynéme du second degré. Soit a, b, c € R, a # 0 tels que pour tout x dans R, R,

P(x)=ax?+ bx +c.

Son discriminant A vaut b? —ac On va prouver par double implication que A < 0 < P de signe
constant sur R. : (&) Supposons que P est un polynéme du second degré de discriminant négatif
ou nul.

D’apres la question précédente, on a pour tout x dans R,

b\* b%—4ac
P(x)=a|x+—| ———. 1
(x) a(x Za) 4a 1)
On a donc :
b} A
P(x) = — -=. 2
(x) a(x+2a) 4a 2)

Par hypothese, on a A < 0 donc —A > 0 et donc —4% est du signe de a. Comme, de méme, on a
2 2 . . .

(x + %) >0,a (x + %) est du signe de a. On a donc que P(x) est du signe de a, et ceci pour

tout x dans R donc P reste de signe constant sur R.

(=) Pour l'implication réciproque, on va raisonner par contraposition ( Message aux éleves : Je
vous rapelle que la contraposition de A = B c’est =B = —A, on veut montrer que si le discriminant
de P est strictement positif, alors P n’est pas de signe constant).

On suppose que A > 0, d’apres (2)),

Comme A > 0 on en déduit donc que P(—%) est du signe opposé de a.
De méme, on a que

—-b VA VA A
P(—+|—|+D=a(|—|+1)*——
2a 2a 2a 4a
A A
=2 12 L VAta—=
4a |2al 4a
= ZL\/Z+a
12a|
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Or 2:%+/A est du signe de a et différent de O car si a < 0,

|2a]
a>0|2|—2estdu51gnedea.

|2a| = —2 est du signe de a et si

(Remarque : on a I'impressions que 3 | 2| + 1 sort de nulle part dans ce raisonnement, et c’est
un peu le cas. Ici il fallait juste montrer que P allait également prendre des valeurs du méme signe
que a et donc il suffit d’en choisir une. J'en ai donné une mais on aurait pu en choisir une autre
qui fonctionne ou méme regarder les limites du polynéme pour dire qu’il prendra nécessairement
des valeurs du méme signe que a.)

P ne reste donc pas de signe constant ce qui prouve I'implication par contraposition.

Par double implication, on a donc :

P reste de signe constant < Le discriminant de P est négatif ou nul.

Probléme n° 2

1)

2)

3)
4)

5)

On a que Zzzl k = @ (Remarque : Ici, je n’ai pas besoin d’introduire la variable n car elle est
donnée dans I’énoncé) Prouvons ce résultat :

n . . . . .
Posons S = Zk:l k (Remarque : Plusieurs fois dans ce DS, je pose S = "ce qu’on doit calculer". Ici
j'en ai besoin pour la preuve mais souvent c’est parce que lorsqu’on interrompt une suite d’égalité
pour mettre un commentaire, pour reprendre la suite d’égalité, j’ai juste a reprendre avec S =...).

Remarquons que S = ZZ:O k (car le terme d’indice O de cette somme est nul).
Posons le changement d’indice j =n—k :

= Z (n . ) j est une varlable muette Z (Tl k)

j=0

On a donc en utilisant les deux expressions pour S :

2S5 =8+8 = Zk+2(n k)
k=0

n

Liné:arité Z n— n(n + 1)

k=0
On obtient donc :
S = 25 _ nn+1)
2 2 7
Soit (a,b) €R?, soitn €N, (a+b)* =Y _, ( Z )akb”_k.
a'—b —(a—b)znl akpn1-k,
On utilise la formule du bindme de Newton :

4

(a—b)'=(a+(-b)'=> (4)ak(—b)”_"

k=0 k

= (g)ao(—b)4 + G‘)al(—b)3 + (j)az(—b)2 + (:)aB(—b)1 + (:)a4(—b)0

= b*—4ab® + 6a*b*> —4a°b + a*.

a® + b%® = a’ — (—b)” donc on peut utiliser la formule de factorisation (aussi appellée formule de
Bernouilli) :

7
a’+b” =(a —(—b))Zak(—b)H‘ =(a+b)d —a®b+a’b?>—a*b® +a®b*—a®b® +a'b®—a’b’).
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4131 41x1x2x3

6) Par définition, ( Z ) = 7L ADOX6XT 5 w7 — 35,

7) 1+4+7+10+-+40=37 Bk+1)=3%,7 k+>, 1=202 4140287

8)

9) La question parait compliqué mais il s’agit ici d'un simple télescopage :

On pose pour k € Z,u;, = cos(e¥). Ainsi si on noté P le produit & calculer on a :

T u
pP= l_[ k+1
k=1 Uk
Télescopage Upi
= ”
_ cos(e"?)

~ cos(e)

10) n n
n 5n—k — ( n )1k5n—k
()=l

On applique le théoreme du Binome de Newton,on obtient :

n

Z( Z )5”"‘=(1+5)"=6".

k=0

11) On pose S = Zzzl k? + k —9. On effectue le changement d’indice j = k+ 3 : Comme k vade 1 a n,

jvade4an+3eton obtient :

n+3

S=2,G-3+(-3)-9
j=4
n+3

=D —6j+9+(—3)—9

j=4

=> j*=5j-3.
j=4

\ . . n n
12) a) D’apres le cours, pour cette somme double triangulaire, on a ), _; <j<n@ij = Diia Z].:l. a;; =

S S
j=1 Lui=1 4i,j*

b) On reconnait ici une somme double triangulaire comme a la question précédente. On va inver-

ser les deux sommes en réutilisant ce qui précede :
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n j
;;J(H‘l) ;ZJ(J‘FU
Z](J+1)Z

:ZJ(J+1)(21 +1)
6j(j+1)

Zl 121 lJ(J+1)

Donc
13) a) Ona:

(k+1)!—k!'=(k+1)k!—
=kl(k+1—1)
= k.k!.

b) Posons P =[],_, 2.

Comme pour tout k € [[1,n],2"' > 0, on peut considérer log(P). On a :

log(P) = Z kk!log(2)
k=1

Question précédente

Telescopage

log(2) - [(n+1)! —1]

Donc P = elog(P) — 2(n+1)!_1.

14) a) Il s’agit ici simplement de résolution d’inégalité :
0<2j<100<0<j<50
et

0<2j+1<100< —1<2j<99

<:>_—<]<%
2

j est un entier

0<j<49

log(2) - Zn:(k + 1) —k!
k=1
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b) Posons S = 2100( 1)kk3

100 100 100

Z (—1)'k Relation de Chasles pair/impair Z 13 Z )
k=0
k pair k impair
De plus,
k pairet 0 < k<100 k=2l avec0 <[ <50
et
k impairet 0 < k<100 &< k=2l+1avec0<1<49
Donc :

50 49
§=D (2= (2j+1)
=0 =0
49
=8A50— ) 8 +3.4j2+3.(2)) +1
=0
49(49+1)(2.49+1) _ 4949+ 1)
6 2
= 8.50° —2.49.50.99 — 3.49.50 — 1.

= 8(As —Ag) — 12 —1

1) Posons S =, _,1 ( kzl).

g K? " k.k
1“(k2—1) :;1“((k—1)(k+1))

k=2

Or comme pour tout k € [2,n],k+1> 0,k > 0etk—1> 0 onaque pour k € [2, n], In( G575 1)(k+1)) =
In(k) +In(k) —In(k — 1) —In(k + 1). On a donc que :

S = Zn:(ln(k) —1In(k — 1)) + (In(k) — In(k + 1))
k=1

Lingarite Z(ln(k) —In(k—1)) + ;Un(k) —In(k + 1))

Telescopages

In(n) —In(1) + In(2) — In(n + 1).

Ce qui est bien le résultat attendu.

II Problemes

Probléme n° 3

1) Remarque : Les 2 questions suivantes fonctionnent en prenant n € N mais c’est une erreur de
ma part, on va plutot prouver ces 2 propriétés pour n > 1 (pour n = 0, les sommes valent O car
on somme de 1 a 0). On raisonne par récurrence :

o, . n
Pour n € N*, on pose P(n) la proposition " >, _ u; > 0."
Initialisation :

Au rang n =1, P(n) s’écrit "Ziﬂ u; = 0, Or u; > 0 donc P(1) est vraie.

51
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2)

3)

Hérédité :
On suppose la propriété vraie au rang n € N*.

n+1 n

Zuk=2uk+un+1
k=1 k=1

Or u, + 1 > 0 par hypothése de I'énoncé donc D, _ up+u, +1> >, u.
De plus, par hypothese de récurrence, Zzzl u; = 0 donc:

n+1 n

Zuk:Zuk+un+1 Zzn:ukZO.
k=1 k=1 k=1

Ce qui prouve la propriété au rang n + 1.
Par théoréme de récurrence, on a donc que P(n) est vraie pour tout n € N¥, ce qu'on voulait
démontrer.
On va raisonner par récurrence : Pour n € N*, on pose P(n) la proposition ”ZZZI uk =0 <
Vke[1,n],u =0."
Initialisation :
L 1 . o
Au rang n = 1,P(n) s’écrit " _uk =0 = Vk € |1,1],u, = 0.", ce qui peut se réécrire
g k=1 k qui p
"u; =0=u,; =0" ce qui est vrai.
Hérédité :
P 1
On suppose la propriété vraie au rang n, Supposons que ZZ; u, = 0.
Montrons tout d’abord que u,,,; = 0. Supposons par I'absurde que u,,; > 0, on a alors :

n+1

n
Zukzzuk—un+1 =0—u,, =—un+1<0.
k=1 k=1

ce qui est absurde car par la question 1 on sait que ZZ=1 u, = 0.
On a donc u,,; = 0. Par conséquent,

n+1

Zn:uk=Zuk—un+1=O.
k=1 k=1

Or, par hypothese de récurrence Zzzl u, =0 = Yk € [1,n],u; = 0. On a donc que pour tout
k dans [1,n],u; = 0 et u,,; = 0, ce qui montre la proposition au rang n + 1. Par théoreme de
récurrence, on a donc prouvé que P(n) est vraie pour tout n € N*,

a) Soit k € [1,n], (x;, —1)* = 0 car le carré d’'un nombre réel est positif. S est donc une somme
de réels positifs, par la question 1, S est positive ou nulle.

b) Attention! Beaucoup d’entre vous ont donné un argument du type ">, _, nx;, = 22:1 1 donc
X, = 1 pour tout k". Or ce n’est pas parce que deux sommes sont égales que tous leur termes
sont égaux. Exemple simple : 1 +3 =2+ 2 et aucun des termes du membre de gauche n’est
égal au terme du membre de droite.

n
§=> (x—1)
k=1
n
= Z x;—2x,+1
k=1

:Zn:xi—zzn:xk+zn:1
k=1 k=1 k=1

=n—2n+n=0.
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S est donc une somme de termes positifs dont tous les termes sont nuls. D’apres la question
2, tout ses termes sont donc nuls. Donc pour tout k € [1,n], (x, —1)* =0.

On a donc pour tout k € [1,n], x;, — 1 = 0 soit encore x; = 1, ce qui conclut.

4) (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit a4, ...,a, et by,..., b, des réels. On veut démontrer que :

a)

Soit x € R,

FO)= (apx + b

k=1n
= Z azx® +2a;byx + b?.
k=1r

n n n
= XZZa,% +2xZakbk +Z b?
k=1 k=1 k=1

= x2A+ 2xC +B.

b) A est une somme de termes positifs (car pour tout k € [1,n], ai > 0, le carré d’'un nombre

)

réel étant toujours positif) qui est nulle,

D’apres la question 2 tout ses termes sont donc nuls, ce qui signifie que pour tout k € 1n, a]f =
0 et donc q; = 0.

On a donc également pour tout k € 1n,a; b, = 0. Ceci implique que C est nul également.
De plus, I'inégalité (1) peut se réécrire :

IC| < VAVB.

Ce qui connaissant A et C se réécrit 0 < 0, ce qui est vrai.
(1) est donc vrai pour A= 0.
Soit x dans R, f(x) s’exprime d’apres I'’énoncé comme une somme de terme positifs. Par la

question 1, on a que f(x) = 0. Ceci étant vrai pour tout x dans R, f reste de signe constant
sur R.

De plus d’aprés la question 4)a) on sait que f est un polyndéme en x. f est donc un polynome
qui garde un signe constant dans R.

Or d’apres la question 2 de I'exercice 1, on sait qu'un polynéme de signe constant sur R a son
discriminant négatif ou nul.

Donc le discriminant de f est négatif ou nul.

Or le discriminant A de f est A = (2C)?—4AB = 4(C —AB). Donc si A <0, 4(C2—AB) <0
donc C? < AB.

En prenant la racine carré de cette inégalité, ce qui est possible car tout ses termes sont
positifs, on obtient :

|C| < VAVB
Soit encore,
n n n
akbk X Z ai Z bi
k=1 k=1 k=1

Ce qui conclut.

d) Application : démontrer que : Pour tout k dans 1n, on pose a, = k et b, = 1. D’apres la

question précédente (inégalité de Cauchy-Schwarz), on obtient que :
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Soit encore,

. n(n+1) n+1
kl<\| —=+vn= R
;h/_l_ s Vn=n\—

Ce qui conclut.

Probléme n° 4

1)a)

b)

2)a)

b)

)

Soit n € N¥,

En appliquant le théoreme du bindme de Newton, on obtient :

Sio=(1—-1)"=0"=0(Carn#0).

So0 = ZOI(—UO(Z)kO = (—1)0(8)1 =1.
k=0

Remarque : Il n’est pas impossible que je me sois trompé dans quelques remarques laissées sur
les copies pour cette question. En effet, ici, x a déja été introduit, on a pas a le réintroduire.

(x) = o (n (—x )11k
slx ;(k) i
Bindme g Newton (1 _ x)n.

Remarque : ici je n’ai pas dit "Japplique le thm du binome de Newtoné", j’ai été un peu plus
rapide. Comme dit en cours, c’est le genre de chose qu'on peut faire une fois qu’on a appliqué
le théoréme plusieurs fois PROPREMENT avant.

Pour tout k € On, f; : x — ('kl)(—x)k est dérivable comme produit d’'une constante et d’une

fonction puissance de x. La question 3 de I’exercice 1 nous assure alors que f est dérivable de
R4 / n !/ A R4 4

derm?e f Zk:o f,.- De plus on connait la dérivée de f avec la formule donnée pour f dans la

question précédente. On a donc, pour x €R :

fX=—n(1—x)""

et
n

/ / n n
Fe= 23500 = k()0 = k{Jeo
Remarque : Pour justifier la dérivabilité on pouvait également simplement utiliser la question
précédente.
Soitn>1,ona:

(1
()
=—f (D)Pourn=1)=—-1(1-1)""1=—1.

et

n

S =2 (4 Jork

k=0
=—f'(1)=-n(1-1)"1=0.
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1)a)

b)
c)

d)

Soit k € N*¥,

n! n! n!

n ! !
k(k) = =0~ kk=DI—0) . k=Dl —K)!

“(Z:D - ((k f%!?nlilk)!) - ((k— 1)?(!n—k)!)

k k — I '

()= - e () =)+ (%) ce qui est vrai par la formule de Pascal.

De plus,

n

Supm = 2 ()1
k=0
= kZ:O:k.(Z)(—nkkp

QuestigZ)l)a) i n()"l — 1)(—1)kkp
P k—1

Question%récédente Z H(Z) _ (Tl ; 1)(—1)kkp

k=0
— > (v =S (T e
" ;(k) ;( k )
De plus (') =0 done Y;_, (" )(—1)kkP = Z;é ("1)(—1)*k? et donc :
Super = n[kZ;; (3 )evre —kZ (" )1 =nts,, =500,

Remarque : Cette question est difficile dans la mesure ot on a I'impression de faire 2 ré-
currences en méme temps, bien poser sa proposition n’est pas évident ici, regardez bien le
procédé. En pratique c’est en se rendant compte de comment doit marcher 'hérédité qu’on
va pouvoir bien fixer la proposition.) On va raisonner par récurrence sur p :

Pour p € N, on pose P(p) la proposition "VYn € N,n>p,S, ,=0".

Initialisation :

Aurang p =0, P(p) s'écrit "Yn € N*,n > p,S, , = 0", ce qui est vrai d’aprés la question 1a).
Hérédité : On suppose la propriété vraie au rang p.

Soitn € N* tel que n > p + 1.

D’apres la question précédente, S, , 1 =n(S,, —S,_1,)-

Comme n > p+1, on a également que n > p et n—1 > p. Donc, par hypothese de récurrence,
Snp =Sn_1,=0.

La proposition est donc vraie au rang n + 1.

n—1,p

Par théoréeme de récurrence, la proposition P(p) est donc vraie pour tout p € N.

On a donc bien :
VpeN,Vn>p,S,,=0.

Probléme n° 5

o1
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1

2)

3)

4)

5)
6)

Introduction a la série harmonique

D1k < Du di © 0 < > (di — ) Or par hypothése, Yk € [1,n]c, < d; donc 0 <
(di — )
D’apres la question 1 du probleme 1, on a donc 0 < Zzzl(dk — i)

ZZ=1 C < ZZ:l dy I
On conclut donc :

1 .
On.calcule Upq — U, = Z; % — > = =5 = 0. On conclut donc La suite (u,) est
croissante.
On a
2n 1 n 1
Upp, — Uy = 7. 7.
ok Tk
B 2n 1
k=n+1 k
On remarque de plus que
Vk € [n+1,2n] 1,1
n+1,2n], —>—
k— 2n
Il en résulte que
2 2
~ 1 S 1 1 1
Upp, — Uy = 7= =N =7
k=n+1 k k=n+1 2n 2n 2
Il en résulte que
. 1
VneN", u,,—u,> >
Supposons que (u,) converge vers une limite finie ¢, on a doncu, — fetu,, — £
n—+00 n—+00o
puis par opérations ur les limites, u,, —u, — 0. On obtient donc une contradiction avec
n—+o0o

I'inégalité de la question précédente. On conclut

u, — +00
n—+00

On a w, = n(n+1)6(2n+1)

En regroupant, tout au méme dénominateur, on obtient

a_ b L _(2a+2b+c)n*+@Ba+b+c)n+a
n n+1 2n+1 n(n+1)(2n+1)
Pour que
1 a b c
VYn € N¥, -+

= +
n(n+1)(2n+1) n n+1 2n+1

il suffit donc que (2a+2b+c)=0,(3a+b+c)=0eta =1, onrésout etontrouvea=>b =1
et ¢ =—4. On conclut que

1 1 1 4

VYn € N¥, =—4 — .
n(n+1)2n+1) n n+1 2n+1

10/11
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7) Premiere méthode, par récurrence, un peu lourd, mais cela marche. Seconde méthode :
R St
— 2k+1 = 2k+1 = 2k, = 2k

-~

(tous les termes de la forme % pour k comprise entre 2 et 2n+1.)

Il
I
|
I
I
+

On conclut

n

. 1 1 1
VYn e N7, ;2k+1=u2n——un—1+
=1

8) En utilisant la question 6 , on a

. 6
Sn= ; k(k + 12k + 1)

Utilisant les question 6 et 7 , on en déduit

1 1 4
S,=6» —+ —
" Zk k+1 2k+1

1 1 1 1
:6un+6(gi—1+n+1)—24(u2n—§un—1+2n+1)

= —24u,, + 24u, + 18 +

+
n+l1 2n+1

On conclut 6 ;
S, =—24u,, +24u, + 18+ +
n+l1 2n+1
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