MPSI Claude Gellée ThomDemair surveillé n°3 (Durée 4h) 12/11/2025

I Questions préliminaires

Exercice 1

1) cf cours (formule de I'angle moitié)
2) a) Il s’agit des racines n-iemes de I'unité, 'ensemble des solutions est donc :

S ={e Zi,{l‘",ke[[o,n—l]]}

b) Ona:

Pour z, = (2v/2)7e, on a donc 2l =2+ 2i
Par suite, on a que :
g"=24213"=z]
P4
S (—)=1
2
&z € {zow,w €S}
& {(2V2)red.e ke [0,n—1]}

3) Soit x € R,

ix —ix

sin*(x) Formule d’Euler (%)4
i

— %[641')( + e—4ix _462ix _46—2ix + 6]

- %[2 cos(4x)—8cos(2x) + 6]

1 1 3
=3 cos(4x) — > cos(2) + 2

in
2

4) a) La similitude est de la forme f : 2 — az + b avec a = i = e2. La similitude est donc une
rotation d’angle 7.
Pour chercher son centre, on résoud f (2,) = 2q, ce qui nous donne 2, = ﬁ =2+ 2.
f est donc la rotation d’angle 7 et de centre = (2,2).

b) Le cours nous donne rapidement que si f est la similitude considérée, f : z — exp(7)(z —

(1+2i))+ (1 + 2i), soit

fram (2412 r200- (2 1)

5) On est dans le cas d'une forme indéterminée. Il nous faut modifier '’expression de la fonction dont
on cherche la limité pour faire apparaitre des croissances comparées :

Soitx >0,ona:

e er ln(x)x
In(x)x*——=— —-1)
X3 X3 x
. ’ x . 1 . 6
Or par croissances comparées, lim % =400, lim ) — 0, lim % =0, doncona:
x—+oo ¥ > xS5toc0 X > x40 €F ?
eX
lim In(x)x*—— =—oo0.
x—+00 x3
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6) cf cours.
7) a) chestavaleursdans[1,+00]

b) Létude de la fonction nous donne que ch est bijective de R, sur[1, +oco[ etde R_sur[1,+0oo[.
Onadoncl, =R,.

¢) Soity >1
e +e ™

ch(x) =y = 5=y

Sef+e -2y =0
S e —2ye*+1=0

En posant X = e¢*, on résoud alors 'équation polynomiale X* —2yX + 1 = 0 qui nous donne
(car y > 1) les deux solutions suivantes :

2y —24/y%2—1 2y +24/y%2—1
X = J 2y =y—+vy?—louX= Y 2)’ =y++4y2—1
Ce qui en revenant a X = e* donne alors :

x=In(y—+vy2—1Doux=In(y++vy2—1)

x étant positif on peut se convaincre rapidement que x = In(y + 4/y%2—1).

On a donc

Argch(y)=In(y + v/ y2—1).

X est définie syr R, la primitive que nous allons calculer est donc valable sur R.

1+x4
On pose u = x?, du =2xdx.On a:

t t
b 1
dx=| —— (2xd
J T+xt J 21 1 ) 2X4x)

t2
1 1

= — du
21+u?

= %[alrctan(u)]t2

8) La fonction x —

1
=3 arctan(t?)

La primitive de la fonction est donc t — %arctan(t2).
Exercice 2%

On considere les cas suivants : ler cas : 0 < a < 1,lna < 0 (Comportement de a* contraire a celui de la

fonction e* ) - Domaine de définition : D; = R - Etude aux bornes de Dy :

Quand x » —00 xIna — +oo etlim,_,_., e*"* — +00

Quand x — +00 xlna — —o0 et lim,_,, o, €"® — 0 (Asymptote horizontale d’équation y = 0) -
. Vé / / . Vd .

Fonctions dérivées (a*) = (e"“‘a ) =a*Ina < 0a* strictement décroissante sur R
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Xl =a*1na —

3°

|

I

2éme cas : a > 1,lna > 0 (Comportement de a* semblable a celui de la fonction e* ) - Domaine de
définition : D; =R - Etude aux bornes de Dy :

Quand x - —00 xlna— —ooetlim, , e — 0 (Asymptote horizontale d’équation y =0 )
Quand x —» +00 xIna — +00o et lim,_,, ., "¢ - +00

- Fonctions dérivées (a*)' = a*Ina > 0a* est strictement croissante sur R

xlna

ik

.. 1r.‘ ‘l?
a} =a*lna —

b

|

I

II Problemes

Probléeme n° 1

Probléme n° 1

1) a) Supposons que iy € iR est une solution de (EQ1). En ce cas, par unicité de ’écriture d'un
nombre complexe en notation algébrique, il vient

(iy sol(EQ1) &= ——iy*+(5+3i)y*+(7i—16)y +3—21i =0
—y*+3y*+7y—21=0
5y*—16y +3=0
En particulier, y est nécessairement solution de I'équation 5y*—16y + 3 = 0.
b) D’apres la question précédente, on doit également avoir —y> +3y%+ 7y —21 =0.

¢) Le polynéme y — 5y%2—16y +3 admet pour discriminant. A = 16°—4x 15 = 142, Les racines
de cette derniére équation du deuxiéme degré sont y, = &4 = 3y, = 114 —

o = o = % On vérifie
alors que 3 est bien racine des deux équations du systeme précédent, ce qui garantit que
2, = 3i est une racine imaginaire pure de I’équation (1). Par identification des coefficients,
on a la factorisation :

P(z)=2°—(5+3i)z* + (7 + 16i)z + 3—21i = (z—3i) (3> — 5z + 7 +1)
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2)

d)

b)

)

d)

Résolvons I'équation 2> — 5z + 7 + i = 0. Son discriminant est A = 25 — 4(7+ i) = —3 — 4i.
Cherchons une racine carrée 6 de A en notation algébrique °

x2—y? =-3 x ==1
(x+iy)=-3—4ie={ x*+y? =5 y =+2
xy <0 xy <0
Une racine carrée de A est 6 = 1—2i. Les formules pour les équations polynomiales de degré
deux permettent alors de conclure que z; = # =3—ietz, = % = 2+ i sont aussi

solutions de (1). Finalement, ’ensemble des solutions de (1) est
S={3i;3—1i;2+1i}

Supposons que g est solution de (2), et que (u,v) est une solution de (3), alors d’'une part
u® x v = —i et d’autre part, la formule du binéme donne u® +v* = (u+v)® —3uv(u+v) =
z%—3iz = i—1, puisque z est solution de (2). Ainsi, (u*,v*) est solution ° du systéme somme-
produit :

3

w+vi=i—1
ud xv3=—i

Ce sont donc les solutions de I’équation :

w+(1—iw—i=0

i et -1 sont racines de (E), on a donc u® =i et v = —1 ou le contraire. Convenons que u =i,
et déterminons en ce cas les valeurs possibles pour u : il s’agit des racines troisiémes de i. Or,
in/2 in/6

este
2im/3 _ e4in/6

- une racine cubique particuliere dei =e

et j2.
11':/6J 65175/6’ 6917'5/6 — 6317':/2.

- les racines troisiemes de I'unité sont 1,j =e

- en conclusion, les racines troisiemes de i sont e

u ein/6

En utilisant 'égalité i = uv, on obtient les valeurs de v correspondantes :| v =i/u e/

z2=u+v %(1+i) L

l\)|

En sommant les couples (u, v) précédemment obtenus, on obtient 'ensemble de solutions de

(2):
S 1+v3 . 1—43
N 2 2

(1+10);

(1+1);—(1 +i)}

Posons Z = e*. Z vérifie 'équation (2) donc Z = 3i,3 —i ou 2 + i. Il nous faut donc trouver
les z € C tels que z = 3i,3 —1i ou 2 +i. Je détaille pour le Z = 3i et je donne les solutions
pour les deux autres :

3i = e"®j2.

Donc e* = 3i <> z = [n(3) +i(5 + 2km), k € Z.

De la méme maniére on obtient que Z = 3—i < z = In(v/10) + (¢, + 2kn),k € Z et
Z=2+i<z=1In(v/5)+i(p,+2kn), k € Z oli ¢, et @, sont des arguments de

2 :
= T 5 respectivement.

3 1
710 vio t

Probléme n° 2

1)

a)

Soit z € D, notons a = Re(z) et b = Im(z) de sorte que z = a +ib.

4/8



MPSI Claude Gellée ThomDemair surveillé n°3 (Durée 4h) 12/11/2025

On a alors que :
1
a—ib—i
. 1
a—i(b+1)
_a+i(b+1)
“ e
_ a b b+1
a?+(b+1)2 a?+(b+1)?
b) D’aprés la question a), pour z € D, f(z) € R si et seulement si b+ 1 =0 ot b = Im(z) soit si
Im(z) = —1. Cela réprésente 'ensemble des points du plans sur la droite y = —1.
c¢) Ona:

flz)=

1
f)eUe= — €U
zZ—1

1
S|l— =1
Z—1

S|z—i| =1
Slz+il=1
car le module du conjugué est le conjugué du module

D’apres le cours on sait que ce sont les points sur le cerle de centre (0,—1) (d’affixe —i) et de

rayon 1.
2)
a) Soit 0 €]—7;3[
sin?(0)
1+tan?(0) =1+ 02(0)
_ cos?(0) +sin*(H)
B cos2(60)
1
~ cos2(0)”
b) En reprenant la question 1a) et sachant que tan(6) est un réel donc de partie imaginaire nulle, on
aque:
Flan(0) = —a )y

i
tan(6)2+12 tan(6)%+ 12
En utilisant la question précédente, on a alors :

¢) Pour montrer ceci, il suffit de montrer que |f(tan(6)) — | = 1
Or on a grace a la question précédente :

Fan(8) — 51 =2
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f(z)=—§+\/§<:>$=—5+\/§

e 1=0E—-i)(-—2++3)
2 —(V3+)F+(V3i—1)=0
C’est une équation complexe du second degré en z.
ii) Le discriminant A de cet équation vaut (v/3+1)?>—4(v/3i—1) = 6—2+/3i = 4\/§(§—%) =
44/3e" s

iii) Lesracinesde A sont+5 o1 § = v 44/3e" d’apres le théoréme rappellé en introduction,
les solutions (pour z ) sont donc de la forme :

V3+i+6
2= ——
2
et
V3+i—6
ZZT

b)
f@)=z22—1i)=1
S a2+ b?—ia+b=1
Sa=0eta’?+b*+b=1
Sa=0eth*>+b—1=0
—1+4/5
—

S a=0etb=

ol a et b sont respectivement la partie réelle et imaginaire de 2.

Probléme n° 3

(Autour de la fonction arcsin)

Partie I

1) La fonction ¢ est définie sur R. De plus, les fonctions sin et Arcsin étant impaires, ¢ est impaire.
Enfin, comme sin est 27-périodique, x — sin(2x) est m-périodique. Il en va de méme de ¢. On
pourra mener I'étude sur [0, %] puis compléter par symétrie centrale. Enfin, comme ¢ (% —x) =
¢(x), la droite d’équation x = 7 est axe de symétrie. Résumons, ¢ est impaire et 7-périodique.

2) - Soit x € [0, 7T/4]. En ce cas, 2x € [0, t/2]. Par conséquent, 2x est 'unique antécédent de sin(2x)
appartenant a [—mt/2, /2], c’est-a-dire

@ (x) = Arcsin(sin(2x)) = 2x
- Soit x € [/4, m/2]. En ce cas, 2x € [7/2,]. D’'ot m —2x € [0, t/2]. Comme de plus,
sin(2x) = sin(7 — 2x),
7T — 2x est 'unique antécédent de sin(2x) appartenant a [—m/2, t/2], c’est-a-dire

¢ (x) = Arcsin(sin(2x)) = m—2x

6/8



MPSI Claude Gellée ThomDemair surveillé n°3 (Durée 4h) 12/11/2025

3) D’apres les propriétés de symétrie de ¢, il suffit de la représenter sur [0, t/4], de compléter par
symétrie par rapport a la droite x = %, puis par symétrie centrale et enfin de translater le graphe
ainsi obtenu. On obtient ainsi :

A AN A
VRV IAVORY

Partie 11

1) (Intervalle d’étude)
a) Soit x € R, on déduit de I'inégalité (1 — |x|)* = 0 que 2|x| < 1+ x2. De plus, il y a égalité
précisément lorsque |x| = 1.
b) La fonction Arcsin est définie sur [—1,1]. Or, d’apres la question précédente, pour tout x €
R,( 2 ) appartient a [—1, 1]. Par composition, f est donc définie sur R.

1+x2
c) Soit x €R, f(—x) = Arcsin ( ff;‘z) = —Arcsin(li’;z) = —f(x). Par suite f est impaire.
2) (Tableau de variations)
a) Soit t €]—m/2,m/2[, nous avons
2tant 2dnt _ 2sintcost

= L — = sin(2t)
l+tan*t 1430t cos?t+sin®t

Ainsi, f(tan t) = Arcsin (2224 ) = Arcsin(sin 2t) = ¢(t).

1+tan2 t

b) Soit x € R, Posons t = Arctan(x), de sorte que t €]—m /2, /2[ et x = tan t. D’apres la question
précédente, il s’ensuit immédiatement que f (x) = ¢(t) = ¢ o Arctan(x).

c) D’apres les résultats de la Partie I - ¢ est strictement décroissante sur | — /2, —m/4], - ¢ est
strictement croissante sur | — /4, w/4[, - ¢ est strictement décroissante sur [1t/4, t/2[.
La fonction Arctan : R —] — 1/2,/2[ est une bijection strictement croissante est continue.
D’apres le Théoreéme de la bijection, elle réalise des bijections strictement croissantes de > de ]
—oo,—1]sur | —n/2,—n/4],>de |—1,1[ sur |— /4, /4[], > de [1, 00[ sur [nt/4,/2[,
Par composition de deux fonctions monotones, nous en déduisons que - f est strictement dé-
croissante sur | — 0o,—1], - f est strictement croissante sur | — 1,1[, - f est strictement dé-
croissante sur [1, oo[.

T | —oc -1 0 +00

b |H] —

flz)]| 0 0 0
N /

9

d) Letableau suivant résume les variations f :

Pour le calcul des limites en £00, procédons par composition : effectuons le changement de

variable y(x) = Arctan x, il vient : - y(x) = Arctan(x) - £5- o) ?/2 0
X—>x 00 y—oxT

Par composition des limites, il s’ensuit que lim, ./, f(x) = 0.
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e) D’apres la question 1.a, 1_2:; s €] —1,1[, pour tout x différent de 1 et -1 . Comme Arcsin est

dérivable sur ] - 1, 1[, il en résulte par composition que f est dérivable sur R\{£1}. De plus,
pour tout x différentde 1 et-1,ona:

00 = 1 . 2(14x?)—4x? _ 1 . 2(1—x?)
T R N e e RS
2
2 1-x* 2

= X =
1+ x2 (1—x2)2 1+ x2

Ainsi, - Pour tout x €] —1,1 |:, 1—x2>0 et par conséquent f'(x) = 1+2x2' - Pour tout x €

]—o0,—1[U]1,+00 |:,1—x2 <0etf'(x) =—1+2x2.

8/8



