MPSI Claude Gellée ThombDemeair surveillé n°4 (Durée 4h) 03/12/2025

Lusage de la calculatrice est interdit. Les raisonnements présentés devront étre soigneusement justifiés et
détaillés, quelques points seront dédiés a la présentation, Uorthographe et la propreté de votre copie. En
particulier, il est IMPERATIF de souligner les résultats obtenus. Il n’est pas nécessaire de répondre a
Uensemble des questions pour avoir une bonne note. Si vous ne parvenez pas a résoudre une question, vous
pouvez admettre le résultat dans la suite de I'énoncé.Lisez bien tout le sujet avant de commencer et identifiez
les parties plus simples pour vous, et commencez par ces parties.

I Questions préliminaires

Exercice n°1 :

1) On cherche ici a utiliser le théoreme fondamental de I'analyse. En tant que composée de fonc-
tions continues et de sommes de fonctions continues, la fonction f : t — In (ch (sin (ts)) + et) est
continue sur R.

D’aprés le théoreme fondamental de I'analyse, g : x — flx f(t)dt est une primitive de f sur R.
Ainsi cette fonction est bien dérivable, de dérivée f.

2) Dans cette question, il faut faire attention au fait qu’on est sur le deuxiéme type de changement
de variable.

On pose donc le changement de variable x = cos(t),dx = —sin(t) et on remarque que cos(0) =1
et cos(3)=0. Ainsion a :

11|1—x 0‘ 1 —cos(t) .
JO 1+ x dx=f% m(—Sln(f)dt)

n 1 1—tan2(%)
N T lran2()) .t t
Formule de I'angle moitié J %ﬁz(f)z sm(E) cos(E)dt
— 2
0 I+ 1+tan2(%)

= Ji(l —cos(t))dt
0

= [t —sin(t)]¢

T
==—1
2

3) a) On peut procéder par changement de variable en posant u = In(x) ou simplement remarquer

que f : x — ﬁu) est de la forme *- avec u : x — In(x).

Une primitive de cette fonction sur ]0, 1[ ou ]1,+00[ est donc x — In(|In(x)]|)..

1+In(x)
x21n(x)2*

1+, (1
f _tzT(t)Zdt_J m((l‘*'ln(t))dt)

x In(x)
u= tln(t),du:(1+ln(t))dtJ —Zdu
u

B |:_1 ]xln(x)
N u

. —1

~ xIn(x)

Ona:

b) On cherche une primitive de x — —

¢) On va étudier cette EDL sur I; =]0, 1[ et I, =]1,+oo[ afin de pouvoir diviser par x In(x) et
se ramener a une EDL sous forme normalisée. Sur chacun de ces intervalles donc, (E) peut
se réécrire :
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d)

e)

1 _ —1—In(x)
Y xln(x)y_ x21n(x).

D’apres la question 1, on a que les solutions de ’équation homogene sur I, et I, sont :

Surl,:
S; = {Aexp(In(—In(x))} = {A(—1In(x))} Si A parcourt R,—A parcourt R{A In(x)}.

Surl,:
S? = {Aexp(In(In(x))} = {A1In(x)}.

Pour résoudre ces équations différentielles sur chacun de ces intervalles, on va effectuer une
méthode de variation de la constante :

Soit y de la forme x — A(x)In(x) ot A est une fonction de classe C;.

En appliquant la méthode de la variation de la constante (sur I; ou I, et en simplifiant ce qui
se simplifie toujours dans une méthode de variation de la constante, on obtient que :

y solution < A'(x)In(x) = —1—In(x)
x21n(x)
«_ —1—In(x)
x21n?(x)

Or on a vu une primitive de cette fonction dans la question b. Une primitive A possible de A’
est dqnc Aix— #gx) Il suit que y est de la forme x — ;iﬁgg = _71 Les solutions de cette
équation sont donc (sur I; ou I,) :

—1
Sp={x— —+Aln(x),A €R}.
x

En rajoutant la condition initiale on est ici dans le cadre d’'un probléme de Cauchy. Il y a donc
une unique solution donnée pour A qui vérifie :

—1
— +Aln(10) =1
10
=
11
A= ——.
101n(10)

L4 _In(x)

S : ) -1
L'unique solution est donc f : x — == + 51,09

II Problemes

Probléme n° 1

1)

a)
b)

cf cours

cf cours
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c) Ici on se rappelle que quand on a un inverse d’'un élement par rapport a une loi (ici la
composition), on peut toujours composer/multiplier par cet inverse.

Ainsion a :

gof =Idg
=
gofofl=Id;of
=4
g=f"
d) Il suffit ici de construire un contre exemple (on peut le faire avec de "petites" applications).
Soit f : {1} > {1,2}1—1letg:{1,2} > 1,x— 1.
Alors go f =1Id; mais f o g(2) =1 # 2, donc g n’est pas la bijection réciproque de f.
2) Etude d’une application particuliére

La fonction f est une fonction polynéme du second degré, son tableau de variations nous
donne :

9
f@) =| -2, +ool
On veut maintenant déterminer :
f[~1,+00)={xeR|f(x)e[-1,+oo[} ={x eR|x*+x—2>—1}
={x€R|x2+x—1>O}

—1+4/5
2

Les racines du trinéme X2 + X — 1 étant , on obtient :

(=1, +o00[) =] — 00, L= Y3y TLEYS L

ool
2 2 [

D’apres la question précédente, on a f(R) # R donc : f n’est pas surjective Par ailleurs, on
remarque que f (1) = f(—2) = 0 donc 0 admet deux antécédents distincts par f dans R, a
savoir 1 et -2 (on a bien 1 # —2 ) donc : f n’est pas injective Soit y € [—%, +00o[ . On résout
I’équation y = g(x) d’inconnue x € [—%, +oo] :

gX)=ye=x*+x—-2=y<=x*+x—2—y=0

Le discriminant de '’équation du second degré obtenu vaut 1 —4(—2—y) =9+4y = 0 car

y = —%. Celle-ci admet donc deux racines réelles (confondues dans le cas particulier y = —%

1i1/ 9+4y

) qui valent —%

v "29Hy (puisque 4/9+4y = 0) donc:

. Une seule de ses racines appartient a I'intervalle [—%, +o00o [ a savoir

gx)=y=x=

14974y
2

Finalement, y admet un unique antécédent par g dans l'intervalle [—%, +00[ . On peut donc
conclure que : 'application g est bijective de réciproque :

1y /oray

g_1 { [—%,-}-OO[ - [—%,-}-OO[
2

Y —

B) Application idempotente
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a) On raisonne par double implication.
Supposons que f soit injective. Montrons alors que f est surjective. Soit y € E. Comme

fof =f,ona f(f(y)) = f(y). Or f est injective donc f(y) = y. Ainsi, y € E est un
antécédent de y par f dans E. On en déduit donc que f est surjective.

Supposons maintenant que f est surjective et montrons que f est injective. Soit donc x,y € E
tel que f(x) = f(y) et montrons que x = y. Comme f est surjective, il existe x’, y’ € E tels
que x = f (x) et y = f(y'). Légalité f(x) = f(y) se réécrit f (f (x")) = f (f (). Or
fof =fdoncf(f(x))=f)etf(f () =f(). Légalité f (f (x) = f (f (¥')) se
réécrit donc f (x’) = f (y), ce qui signifie que x = y par définition de x’ et y’. Finalement,
f est injective. On a donc démontré que :

f injective < f surjective

b) Soit Ae Z(E). On démontre 1’égalité en raisonnant par double inclusion.

Montrons que f~' (f71(A)) c f71(A). Soit x € f~1(f(A)). Alors f(x) € f1(A) (par défi-
nition de I'image réciproque d’un ensemble), puis f(f(x)) € A (a nouveau par définition de
I'image réciproque). Mais f(f(x)) = f(x) (puisque f o f = f ) donc la derniére apparte-
nance se réécrit f (x) € A, ce qui signifie, par définition de 'image réciproque d'un ensemble,
que x € f'(A). On a donc bien l'inclusion annoncée, a savoir f ! (f 71(4)) ¢ f~}(A).

Montrons maintenant que f~'(A) C f~!(f1(A)). Soit x € f~I(A). Alors f(x) € A. Mais
F(f(x)) = f(x) donc f(f(x)) € A. Ainsi f(x) € f1(A) puis x € f* (f‘l(A)), ce qui dé-

montre la seconde inclusion. Finalement :

VAe 2(E), f(f')=f"A)

Probléeme n° 2

Etude d’une famille d’intégrale

Partie 1 : Premiéres relations

1) Vérifier que f, est bien définie et continue surR. On pourra faire apparaitre une identité remar-
quable.

2) Pourquoi peut-on alors définir J, = fon f,(t) dt, I'intégrale de Poisson associée a a? On posera J,
ainsi définie dans la suite.

3) a) Sans calculer I'intégrale, montrer que si a # 0,J1 =J, — 2w In(|a|).

b) En posant le changement de variable t = 7 — x, montrer que J, =J_,,.

t sin(t)

0 Tamcosorazdt et Jg.

c) En intégrant par parties, déterminer une relation entre [, =

Partie 2 : Expression de J, comme une limite.

Cette partie peut étre ignorée dans un premier temps, on admettra alors le résultat de la
question 4d)

ikm . o 5 e 7 5 \ . :
4) Pour k € [0,2n— 1], on pose B, =e » les 2n racines 2n-iémes de 'unité (c’est a dire les solutions
de z*" = 1) et on admet alors que l'on a la factorisation :

2n—1

VzeCz"—1=] [z-BY
k=0
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a) Donner les valeurs de f3, et 3, et montrer que pour tout k € [1,n—1],2n—k € [n+1,2n—1]
et que B = Popi-
b) Justifier a 'aide d'un changement d’indice que ]_[i:lil (z—PB) = Z: (z —E)
, . 2n__ -1 —_— -1
¢) En déduire que #@1—1) =Tz (@B (a - /5k) =[Tio (" —2acos(57) +1).
d) En admettant que J, = lim,_,, o, - Z: ln(OL2 —2acos (%”) + 1) (ce que l'on justifiera plus
tard dans 'année a 'aide des sommes de Riemann), justifier que :

“Tns (a+Da—1))
Partie 3 : Calcul de J, et application

5) a) Montrer que J, =0siac[0;1].

b) En déduire I'expression de J, selon si |a] < 1 ou |a| > 1. On pourra utiliser les questions
précédentes

tsin(t)
5—4cos(t) dt.

6) Application : A l'aide des résultats précédents, déterminer f Oﬂ

Probléme n° 3

1) L'équation différentielle ( E; ) est linéaire du second ordre a coefficients constants.
Léquation caractéristique associée a 'équation homogeéne est x> —1 = 0. Ses racines sont -1 et 1

donc 'ensemble des solutions de 'équation homogeéne y” —y = 0 est :
{x — Ae™ +Be* |A,B € R}
Déterminons maintenant une solution particuliére de (E;) de la forme 'y : x — ax?+ bx + ¢, ol
a,b,c € R. La fonction y est clairement deux fois dérivable sur R et :
Vx€eR, y'(x)=2ax+b et y'(x)=2a
Le second membre est un polynome et 0 n’est pas solution de I’équation caractéristique.
donc :
(y est solution de (E;) sur R) < (‘v’x ER, Y (xX)—y(x)=x*+x+ 1)
= (Vx G]R,—axz—bx+(2a—c)=x2+x+1)

—a=1
— —b=1
2a—c=1

On en déduit qu'une solution particuliére de (E;) sur R est x —> —x? — x — 3 On conclut donc
que :

I'ensemble des solutions de ( E; ) sur R est {x — Ae ¥ +Be*—x>—x—3|AB¢€ R}

2) On a déja résolu 'équation homogene a la question précédente. Déterminons une solution par-
ticuliere sous la forme %y : x — Axe* ol A € R. La fonction y est deux fois dérivable sur R
et:

Vx eR, y'(x)=A(x+1)e" et y"(x)=A(x+2)e"
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donc :

(y est solution de (E,) sur R) < (‘v’x eR,y'(x)—y(x)= ex)
> (Vx e R,A(x +2)e* —Axe* =¢)
< 2A=1

Ainsi, une solution de (E,) sur R est x — 3e*. On conclut donc que :

I'ensemble des solutions de (E,) sur R est {x —> Ae ¥ + Be* + %ex ABe€ R}
3) a) Soienta,b€R.Ona:
e?—e @ elped elye@ eb_gd
sh(a)ch(b) —ch(a)sh(b) = X — X
(a)ch(b)—ch(a)sh(b) =~ . > .
(e®—e)(eb+e?)—(e*+e ) (el —e?)
B 4
ea+b 4 ea—b _ e—a+b _ e—a—b _ ea+b 4 ea—b _ e—a+b 4 e—a—b
B 4
B ea—b _ e—(a—b)
B 2
=sh(a—b)

Autrement dit :

Ya,b €R, sh(a—b)=sh(a)ch(b)—ch(a)sh(b)

La deuxieme identité se démontre de maniére analogue.

b) Pourtout x €R,on a:

e +e™ )2 (e" —e™ )2 (e + e ) 4+ (eX —e™)?
2 2 B 4
e 424X — (er —2+ e‘zx)

B 4

ch(x)? —sh(x)* = (

=1

Ainsi :

Vx €R, ch(x)*—sh(x)?*=1

4) En utilisant la formule établie a la question 3.(a), on a, pour tout x € R,

flx)= J (sh(x)ch(t) —ch(x)sh(t))g(t)dt = f (sh(x) ch(t)g(t) —ch(x)sh(t)g(t))dt
0 0

d’ou l'on tire, en utilisant la propriété de linéarité de l'intégrale, que :

VxeR, f(x)= sh(x)J ch(t)g(t)dt — ch(x)J sh(t)g(t)dt
0 0

5) Les fonctions ch xg et sh xg sont continues sur R comme produits de fonctions qui le sont. On
en déduit que les fonctions x — f g ch(t)g(t)dt et x —> f; sh(t)g(t)dt sont dérivables sur R.
Comme les fonctions ch et sh sont également dérivables sur R, la f est dérivable sur R comme
somme et produits de fonctions qui le sont et, pour tout x € R, on a :
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f'(x)= ch(x)f ch(t)g(t)dt + sh(x)ch(x)g(x)— sh(x)f sh(t)g(t)dt —ch(x)sh(x)g(x)
0 0
= ch(x)J ch(t)g(t)dt—sh(x)J sh(t)g(t)dt
0 0

= J (ch(x)ch(t) —sh(x)sh(t))g(t)dt (par linéarité de I'intégrale)
0

En utilisant la deuxiéme relation établie a la question 3.(a), on a bien :

X

VxeR, f'(x)= J ch(x —t)g(t)dt

0
6) D’apres’égalité (1), et en utilisant le méme raisonnement que celui mené a la question précédente,
on obtient que f’ est dérivable sur R et que :

VxeR, f'(x)= sh(x)f ch(t)g(t)dt +ch(x)*g(x)— ch(x)J sh(t)g(t)dt —sh(x)?*g(x)
0 0
= (ch(x)2 — sh(x)z) glx)+ J (sh(x)ch(t)—ch(x)sh(t))g(t)dt
0

=g(x)+ J sh(x —t)g(t)dt
0
=g(x)+ f(x)

Ainsi :

VxeR, f(x)—f(x)=g(x)

7) D’apres ce qui précede, la fonction x — f Ox sh(x — t)g(t)dt est solution de (Eg) sur R. Quant a
I'’équation homogene, elle a été résolue a la question 1 . On conclut donc que :

X

I’ensemble des solutions de (Eg) sur R est {x —> Ae ™ + Be® +f sh(x —t)g(t)dt |A,B R}

0

Probléme n° 4

Solutions d’une équation différentielle non linéaire

1) a) Soit y € 2(I,R) une solution de (E) ne s’annulant pas sur I. La fonction z = % est dérivable

/
sur I comme inverse d’une fonction dérivable qui ne s’annule pas et 2’ = —%. Comme la
fonction y vérifie 'équation différentielle (E ) sur I, on a :

veel, #()=-L8 ___1 (y(t)_y(t)z)

yr oy ¢ e

1.t 1

t  y(t) t2
_ooz(t) 1
Tt e

Ainsi :

/ z(t) 1
Vtel, Z(t)+T—§
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b) L'équation différentielle ( F ) est linéaire du premier ordre. * Une primitive de la fonction
t—> % sur I est t — In(t). Lensemble des solutions de I'équation différentielle homogene
associée a (F) (a savoirz’+%=0) est:

Ce R}

Déterminons maintenant une solution particuliére de (E) sur I en utilisant la méthode de la

. . I R .
variation de la constante. Soient donc C € Z(I,R) et 2 : { fo, C@ - La fonction 2z est

t

{t'_)ce—ln(t)lceR}:{ti—)%

dérivable sur I comme quotient de fonctions qui le sont et :

Veel, 2(t)= cOe=c®

t2
donc :
(z est solution de (F) sur ) < (Vt el,z'(t)+ Z(—tt) = %)
= (Vt el, c® — c(t) + 0 = l)
t t2 t2 t2

1
— (Vt el,C'(t)= ?)
Par exemple, C : t — In(t). Une solution particuliére de (E) sur I est donc t — @
D’aprés le théoréme fondamental sur la structure de 'ensemble des solutions de ( F ), on
peut conclure que :

I'ensemble des solutions de (F) sur I est { t—> - + —

C+In(t)

c) SoientC €Retzg:t— —;

i) On raisonne par double implication. Si C = 0, alors pour tout t € I (i.e. pour tout t > 1
par définition de I ) on a In(t) > 0 puis C +In(t) > 0 et donc z-(t) > 0 comme quotient
de nombres strictement positifs. En particulier, la fonction z. ne s’annule pas sur I.

Réciproquement supposons que C < 0. Alors e ¢ > 1 et il est clair que la fonction z.
s’annule en e . Par contraposition, si z. ne s'annule pas sur I, alors C > 0. Ainsi : la
fonction 2z, s’annule sur I si et seulement si C = 0

2) La fonction y. ne s’annule pas et est dérivable sur I et :

C+In(t)—tx¢ C+In(t)—1
C+In(0)2 _ (C+In(0)?

Veel, y.(t)=
Pour tout t € I, on a alors :

_ye®  ye® _CH@-1_ 1 1
t2 (C+In(t))? CH+In(t) (C+In(t))>2
_C+In(t)—1—-C—In(t)+1
B (C + In(t))?

yo(t)

=0

Donc : la fonction y. est solution de (E) sur [
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2) Résumons : si y est une solution de ( E ) sur I qui ne s’annule pas (i.e. si y est un élément de .%; ),
alors la fonction z = }% est solution de (F) sur I et ne s’annule pas (car z = J% ). D’apreés la question
précédente, il existe donc C € R, tel que :

1 ¢
veel, Y= 5= trmo

cer.|

Réciproquement, nous avons montré a la question 1.(c)ii. I'inclusion :

On a donc l'inclusion :

YEc{t

—_— — —
C +In(t)

CER+}CYE

cer.}

{t_);
C +1n(t)

Par double inclusion, on peut conclure que :

t
yﬂ—{“ﬂm
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