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Thomas Masanet

Exercice 1

(Divers)

I Questions préliminaires

1) On construit la table de vérité suivante (Attention, il faut bien prendre toutes les valeurs possibles de P,Q et R, il y a donc 8 lignes).

PIQ|R|P>R| Q>R |P>RetQ=>R |Pou Q] (P ou Q =R
VIV[V] Vv v v vV v
VIV |F F F F vV F
VIF|V] V v v v v
V|F|F F vV F v F
F|V| V] V vV v v v
F|V|F| V F F vV F
F|F|V]| V vV v F v
F|F|F| V vV % F vV

Les valeurs de vérités de P = R et Q = R et de (P ou Q) = R sont les mémes donc ces propositions sont équivalentes. Autre facon
de faire : Par opérations successives :

2) a)
b)
3) a)
b)
)

(PouQ)=R~-(PouQ)ouR
~ (—P et Q) ouR
~ (=P ouR) et (-Q ouR)
~P=>RetQ=R.

On avance pas a pas :

S[VxeR, f(x)>0=>x <0]~3dx eR,~[f(x)>0=x <0]
~3x €R, f(x)>0et 7[x <0]
~IxeR,f(x)>0etx>0

La négation de la proposition est donc : 3x € R, f(x)>0et x >0

Pour ces questions si la proposition est vraie, on va devoir prouver pour tout x dans R que f(x) > 0 = x < 0, si elle est fausse,
on doit juste trouver un (contre-)exemple ou f(x) > 0 et x > 0. La question précédente nous aidait a identifier ceci.

i) Soit x € R tel que f(x) > 0. On a donc —x > 0 d’oli x < 0 soit x < 0. Donc pour tout x € R, f(x) > 0 = x < 0 donc la
proposition ets vraie pour cette fonction.

ii) Pour tout x dans R, f(x) = —1 donc la proposition f(x) > 0 est fausse. Donc f(x) > 0 = x < 0 est tous le temps vraie,
la premiere partie de 'implication étant fausse.

iii) Méme chose que la question précédente (il faut montrer que —x? < 0, Vx € R,...).

iv) f(1) > 0 et 1 > 0 donc la proposition est fausse (pas besoin de prouver quelque chose pour tout x, ici seul un exemple
suffit).

v) f(1)> 0et 1> 0 donc la proposition est fausse.

vi) f(1)> 0 et 1> 0 donc la proposition est fausse.

Vp nombre premier, ¥(a, b) € Z2,P(p,a.b) = P(p,a) ou P(p, b).

Pour la négation on applique pas a pas la négation, pour une implication Q = R la réciproque c’est R = Q et la contraposée
est 7R = —Q (dont on rappelle qu’elle est équivalente a la proposition). On a donc :

(Négation) 3p nombre premier, 3(a, b) € Z2, P(p,a.b) et =P(p, a) et =P(p, b).

(Contraposée) Yp nombre premier, Y(a, b) € Z2,=P(p,a) et =P(p,b) = —P(p, a.b).

(Réciproque) Vp nombre premier, Y(a, b) € Z2,P(p,a) ou P(p, b) = P(p,a.b).

(Difficile & faire & cause de I'erreur de définition mais voici la preuve :) Soit p nombre premier et a, b € Z2.
Supposons que P(p,a) ou P(p, b).

Si P(p,a), il existe k € Z tel que a = kp donc ab = (bk)p donc p divise ab.

De méme si P(p, b) alors il existe k € Z tel que b = kp donc ab = (ak)p donc p divise ab.

On a donc bien prouvé que :

Vp nombre premier, ¥(a, b) € Z2,-P(p,a) et =P(p,b) = —P(p,a.b).
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1) Soit p un nombre premier :
On veut prouver pour tout n € N* la proposition Q(n) suivante : "V(ay)xeq1,,) € 2", P(p, [T, @)= 3k e [1,n]P(p,ar)."
On raisonne par récurrence :
Initialisation
Pour n =1, Q(n) s’écrit "Va € Z, P(p,a) = P(p,a)".
Or si P(p, a) est vraie, P(p, a) est vraie donc Q(1) est vraie.

Hérédité
Supposons la propriété vraie au rang n.

. . 1
Soit a;,- -+ ,a,4; n+ 1 entiers tels que P(p, Z:l ).

p divise ]_[Z:i a; donc p divise ([ ];_, @) X a,;. D’aprés le théoréme 2 on a donc que P(p, [ [,_, ;) ou P(p,a,;,).
Si P(p,a,,,) alors Q(n + 1) est vraie.

Sinon P(p, [ [,_, ai) et donc d’apres I'hypotheése de récurrence, 3k € [1,n], P(p, a).

Donc Q(n + 1) est vraie.

D’apres le théoréme de récurrence la proposition Q(n) est donc vraie pour tout n dans N*.

Exercice 2

1)

2)

3)

On fait une disjonction de cas selon le signe de x — 2x et x — 2x + 2. Aprés réalisation du tableau de signe (je ne le remet pas ici),
I’équation s’écrit :
2 < 3 sur ]— oo, —1[ (donc tout réel de ] — oo, —1[ vérifie 'inéquation.)
—4x —2 < 3 sur [—1,0[ ce qui aprés manipulation donne x > _75 (donc tout réel de [—1, 0[ vérifie 'inéquation)
—2 < 3sur[1,+00[ (donc tout réel de [1,+oo[ vérifie 'inéquation.)
Au final 'inéquation est donc vraie pour tout x € R.
On revient a la définition :
[Bx+1]=3<3<5x+1<3+1=4
& 2<5x<3
2 3
= -=<x-.
5 5

Les solutions de cette équations sont donc les x € [é, % .
a) f est dérivable sur R} comme différence d’un produit de fonctions dérivable et d’'une fonction dérivable sur R .
De plus pour x €R} on a:

Fl) = XT“ +In(x)—2

f " est alors également dérivable sur I comme somme de fonctions dérivable sur I et d’'un quotient de fonctions dérivables dont
le dénominateur ne s’annule pas.
De plus, pour x ER’ ona:

flE=Tg 4
X X
x—1
=
b)
b'e 0 1 +00
£ - 0 +
+00 +00
€Y \ /
0
+00
F() e
—00
V)

Tout d’abord, 'inéquation est bien définie pour x € R*\{1} c’est donc sur cet ensemble qu’on va chercher les solutions.

D’apres ce qui précéde, pour x €]0,1[, on a f(x) <0, soit (x + 1)In(x)—2(x—1)<0.

Donc (x + 1) In(x) < 2(x — 1). On divise alors par (x — 1) des deux c6tés de I'inégalité (ce qui change le sens de I'inégalité car
x—1<0sur]0,1[).

Donc i—t} In(x) = 2 pour x dans ]0, 1[.

Pour x €]1,+00[, on a f(x) >0, soit (x + 1)In(x)—2(x—1)>0.

Donc (x +1)In(x) = 2(x—1). On divise alors par (x —1) des deux c6tés de I'inégalité (ce qui ne change pas le sens de I'inégalité
car x —1> 0 sur ]1,+00[). Donc % In(x) = 2 pour x dans ]1,+0oo[.

Finalement les solutions de I'inéquation sont tout I'ensemble R*\{1}.

2/
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II Probleme

Exercice 3
1) Lien avec le nombre d’or

n|2 34|56 7| 8| 9]10
F, 1123581321 ] 34| 55

n
b) Pour démontrer ce résultat, on peut vérifier, par récurrence double sur n > 5, que :

a) On trouve :

H,:F,=n

- Initialisation. On a F; =5 > 5 et Fy = 8 > 6, ce qui démontre que Hs et H4 sont vraies. - Hérédité. Fixons n > 5 et supposons
que F,>netF,,;,=2n+1.0na:

Foo=F+F,2n+1+n=2n+1>n+2 (car2n+1=>n+2<n>1)
Ce qui démontre que H,,,, est vraie et achéve la récurrence. On sait que :
Vn>5,F, >n
c) Par passage a la limite, d’apres le théoreme de comparaison, cela implique que :

lim F,=+o00
n—+0o
. Ceci utilise les théoremes de comparaison que je n’avais pas rappelé mais on pouvait d’y ramener en utilisant le théoréme 1.
En effet la question précédente nous assure que (F,) n’est pas majorée, il nous reste & montrer que la suite est croissante, ce qui
ets vrai pour les premier termes et pour n > 1, F,,; = F,+F,_; = F, donc la suite est bien croissante. En appliquant le théoréeme
de la croissance monotone on a donc que :
lim F, =+oo0.

n—+00

d) Léquation x> —x —1 =0 a pour discrimimant : A =5, elle posséde deux solutions réelles :

1++5 1-+5
X, = et x, =
2 2
Seul le réel x; est positif, on note :
1445
LA
e) Gréce a I'étude menée dans la question précédente, on sait que 'autre solution de 'équation est :
1—-+/5
Xy =
2

D’autre part, on applique la technique de multiplication par la quantité conjuguée :

1 2 2(1—+/5) _2—2J§=1—J§

o 1445  (1+v5)(1-+5) -4 2

f) Démontrons par récurrence double sur n > 0 que :

1 n__ (_ A\

Initialisation Pour n = 0, la formule devient F, = %(1 —1) =0, ce qui est exact.
Pour n = 1, la formule devient :

in( +l)zi(1+‘/§+ 2 )ZL(1+‘/§+2(1_‘/§))=1
)T U2 T1rs) T B 2 —4

comme voulu.
Hérédité On suppose H, et H,,, vraies pour un entier naturel n fixé. Démontrons #,,,,. Ona:

Fn+2=Fn+1+Fn

— n+l _ (__ \—(n+1) i n__(_,,\ "
= 2" =) = (0= (o))
_L n+1 ny__ _l m _l "
B 5(((’7 +e') (( w) +( w)))
IR W

Cette derniere étape étant correcte car ¢ et —% sont solutions de I'équation x? = x + 1 donc de I'équation x"*? = x"*! + x"( en
multipliant par x™"). Ceci démontre la formule au rang n + 2 et termine la récurrence.
1
‘v’n (S N, Fn = ﬁ

3/f6)

("= (—=¢)™)
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g) SoitneN,ona:
—_,)—(n+1) _ —(n+1)
Foy @™ — (=)D @™ (1 - %) 1- S0

= = — = gp —

F, pr—(=p)" on(1-521) 1- &2

on o

) 1\" 1
Or lim (=¢) = lim (——2) =0car——2€]—1,1[.
P

n—+o00 gpl’l n—+00

Ce qui démontre que :

2) Premieres formules sur la suite de Fibonacci
a) Démontrons la formule annoncée par récurrence double sur n € N* :

Hy ¢ =Fp+Fpy
- Initialisation. On a :
Fip+Fy=¢ et F,p+F = p+1=¢?
Ce qui démontre que H, et H, sont vérifiées. - Hérédité. On fixe n € N* et on suppose que H,, et H,,, sont vraies. On a :
="t = 9" (0 + 1) = 9"+ " = (Fog @ + E) + (B9 + Foy) = Fopp + Fopy
ceci en utilisant la définition de la suite de Fibonacci. Nous avons démontré #,,,, et cela acheve la récurrence.
VneN,p"=F,p+F,,
b) Démontrons la formule annoncée par récurrence sur n € N.
n
Myt D Fop = Fppyy —1
k=0

Initialisation : Pour n = 0, la formule devient F, = F; — 1, ce qui est vrai. - Hérédité : On fixe n € N et on suppose que H,, est
vérifiée. On a :

n+1
ZFZk_ZF2k+F2n+2_F2n+1 1+F2n+2_F2n+3 1
k=0 k=0

Ce qui démontre que H,,,; est vérifiée et termine la récurrence.

n
Vn GN,Zsz =Fypqy—1
k=0

c) (e) Démontrons la formule annoncée par récurrence sur n € N.

n
Mo D FE=F,Fy,
k=0

Initialisation : Pour n = 0, la formule devient FO2 = FyF,, ce qui est vrai. Hérédité :On fixe n € N et on suppose que H, est

vérifiée. On a :
n+1

ZFZ ZF2+F3+1 FnFn+1+F3+1= n+1(Fn+Fn+1)=Fn+1Fn+2

Ce qui démontre que H,,,; est Verlﬁee et termine la récurrence.

n
VneN, Y F2=F,F,,
k=0
d) Démontrons la formule annoncée par récurrence double sur n € N.
- n—k
Hn : Fn+1 = Z( k )
k=0
P . 0 . 1 0
Initialisation : Pour n = 0, on a bien : F; =1 et 0o |= 1.Pourn=1,onabien: F,=1et 0 + 1 )= 1+0=1
Hérédité : On fixe n € N* et on suppose H,, et H,,; vraies. On a :
Fn+3 =Fn+2 +Fn+1

n+1

BB

?( n—({—1)

e
i—1

n+1
+
k

:Z( n+ —k

n

) enposanti=k+1

+
- O
iy

I

n

)
)
(1 )E() ()
()
)

l\”/J

Il
o

i=

=
3

i
=
=

—1
en utilisant la formule de Pascal

I
:ﬂM
&8

n + —1 0 -0
puisque n+a )=

(=

4/
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Ce qui démontre que H,,,, est vraie et termine la récurrence.

n

VneN,FnH:Z( ";k )

k=0

3) Interlude : nombres premiers et irrationalité

a)

b)

c)
d)

e)

g)

h)

On utilisera plutdt le fait que n? = n.n. On raisonne par double implication :

(=) Supposons que p divise n. Alors il existe k € Z tel que n = kp donc n? = (kp)? = (k?p)p donc p divise n?.
(<) Supposons que p divise n? alors p divise n.n donc d’aprés le théoréme 2, p divise n.

On a donc bien prouvé par double implication que :

p divise n < p? divise n?.

11 faut refaire la méme preuve que pour v/2.

Soit p nombre premier,supposons par 'absurde que /p est rationnel. Alors il existe a € Z et b € N’ premiers entre eux tel que
JF=i.

En mettant au carré et réarrangeant, on obtient que : pb? = a2. (*)

Donc p divise a? donc d’aprés ce qui précéde p divise a.

11 existe donc k;nZ tel que a = pk.

Donc en reprenant (*) on a que pb? = p2k? d’ot1 b2 = pk? donc p divise b.

p divise a et b alors que la fraction § est sensé étre irréductible ce qui est absurde.

Donc ,/p est irrationnel.

@ = ”T‘FS Comme 5 est premier, d’apreés ce qui précede, +/5 est irrationnel donc % est irrationnel et ¢ = % + % est irrationnel.

Dans la définition qu’on s’est donné la derniére puissance dans la décomposition doit étre d’exposant strictement positfe ce qui
n’est pas le cas ici.

Soit n admettant une décomposition en facteurs premiers, Im € N*,3a,,---,a,, € N,a,, = 1,n = ]_[:il pf“'. On a donc que
n > pym > 1. Donc 1 ne peut admettre une décomposition en facteurs premiers.

6 = 213! et 42 = 213!5%7! (ne pas oublier le 5°%).

On veut prouver la proposition suivante pour tout n > 2 : Q(n) = "n admet une décomposition en facteur premier” On raisonne
par récurrence forte sur n :

Initialisation : Au rang n = 2, la proposition s’écrit "2 admet une décomposition en facteurs premiers". Ce qui est vrai car 2 = 2!
admet bien une décomposition en facteurs premiers.

Hérédité : On suppose la proposition vraie pour tout 2 < k < n. On a deux possibilités. Soit n + 1 est premier auquel cas
n+1=(n+1)! admet une décomposition en facteur premier. Si n + 1 n’est pas premier alors il existe 2 < k; <net2<k, <n
tels que kiky, =n+ 1.

D’aprés 'hypothése de récurrence k; et k, admettent une décomposition en facteurs premiers d’ot :

my
3rnl GN*’EQI;"' > Ay GN’aml = ]-:k:l_[p?i'
i=1
et

my
Im, €N, 3y, B, €N, a1, 2 LA [0
i=1

On a donc que n+1 = ]_[;':f(ml’mZ)plf’”rﬁi. (ol a; = 0sii>my et =0Ssii>my) avec Apgu(mymy) + Pmax(m,my = 1 car

Unas(my,my) = Oy = 181 My =My €t Brgiim, my) = By, = 1 81 My = my.

Donc n + 1 admet une décomposition en facteurs premiers donc la proposition est vraie au rang n + 1.

Par théoréme de récurrence forte, on a donc que Q(n) est vraie pour tout n > 2.

Soit p un nombre premier, et n € N*,n > 2 admettant pour décomposition en facteur premier n = l_[lm=1 p;; avec m € N* et
a, - ,a, €Neta, > 1. On raisonne par double implication.

(e)sidie[1,m],p;=p eta;>1alorsn= ppi! ]_[T:L#i p{'; donc p divise n.

(=) Supposons que p divise n, alors p divise l_[:n=1 pf‘i. D’apres la question 4 de 'exercice 1, il existe i € [1, m] tel que p divise
p;'. donc alpha; = 1 car p ne divise pas 1 et p divise p; par le méme raisonnement qu’en question 3a). Or p; est un nombre
premier donc p; = p.

On a donc prouvé par double implication que :

pdivisen&< Jie[l,m],p;=peta; > 1.

Soit n > 2 et [T, pi, T pf" 2 décompositions en facteurs premiers de n. (m;,m, € Z et ay,---, 0y, By, ,B, € N et
Ay = 1,0, = 1.

D’apres ce qui précéde p,,, divise n donc p,,, est un des nombre premiers apparaissant dans la seconde décomposition avec un
exposant plus grand que 1 donc m; < m,. et par le méme raisonnement dans l'autre sens m, < m; donc m; = m,.

Montrons que pour tout i € [1,m,], a; = ;.

Soit i € [1,m,], supposons par 'absurde que a; # f3;.

Sans perte de généralités, on peut supposer que a; < f3;.Divisons par p;* les deux décompositions. On a alors que ]_[Z;l Pk =
A Tl

p; divise cette seconde décomposition donc il divise la premiére ce qui est absurde d’apres la question précédente.

donc a; = ;.

Les deux décompositions sont donc les mémes, donc il y a unicité de la décomposition en facteurs premiers.

58]
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4
a)

b)

c)

d)

e)

g)
h)

)

Suites récurrentes et nombre d’or

On peut démontrer par une récurrence immédiate que pour n € N :
H,:u,=0

Initialisation. On a bien u, =1 > 0.
Hérédité. Soit n € N, on suppose que u, > 0 alors u,,; = 4/1+u, est bien défini et u,,; > 0. Ce qui démontre que H,, est vraie et
termine la récurrence. (u,) est bien définie

La fonction f : x — +/1+ x est croissante sur R, comme composée des fonctions x — 1+ x et x — 4/X qui sont croissantes sur
R, et sur [1,+00[ (On peut aussi simplement revenir a la définition de la croissance en prenant x < y et prouvant par inégalités
successives que f(x) < f(y).)

Démontrons par récurrence sur n € N que :
7—[n CUpg = Uy
Initialisation :. Ona: u;, = V2> u, = 1.
Hérédité : Pour n € N fixé, on suppose que u,; > u,, en appliquant la fonction f qui est croissante sur R,, on a : f (u,1) = f (u,),
c’est-a-dire u,,, > u,,,. Ce qui démontre que H,_, est vraie et achéve la récurrence.

(u,) est croissante.
Démontrons par récurrence sur n € N que :
Hyiu, €[0,0]
Initialisation : On a : u, = 1 € [0, ¢] puisque ¢ ~ 1.618.
-Hérédité : Pour n € N fixé, on suppose que u, € [0, ¢ ]. Par croissance et continuité de la fonction f sur R,, on en déduit que :

Upy = f () € f([0, ) =[f(0), f ()] =[1, 0] C [0, ]
En effet, f(p) =/ 1+ ¢ = v/ 92 = p. Ce qui démontre que H,, est vraie et acheve la récurrence.
VneN,u, €[0,¢]

D’apres les questions c) et d), la suite (u,) est croissante et majorée par ¢. D’apres le théoreme de la limite monotone, on en déduit
que (u,) converge.
(u,) est convergente

Posons n, = ny— 1. Pour n > n;,n+ 1 > n, donc par hypothese, |u,,, —l|=|v,—1| < e.
Revenir a la définition formelle qui est donnée.
Pourx eR,,ona:

f=xaVltx=xo1l+x=x*=x=¢
Le seul point fixe de f sur R est ¢.

D’apreés la question (d), notons [ la limite de (u,) et (v,). Par continuité de f,en utilisant le théoréme 3, on en déduit que [ = f (1)
puisque [ =lim,_, o, v, = lim,_, o, f(u,) = f(1). Ainsi [ est un point fixe de f sur R,, d’apres la question précédente, il n’y a pas le
choix : la suite converge vers ¢.

lim u, = ¢.

n—+0o
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