
MPSI Claude Gellée
Thomas Masanet 2023/2024

TD 30 : INTÉGRATION

Uniforme continuité et construction de l’intégrale.

1 Déterminer si les fonctions suivantes sont uniformément continues sur R+ :

1) f (x) = sin(x) ;

2) h(x) = x
p

x ;

3) g(x) = sin
�

x2
�

;

4) ℓ(0) = 0 et ∀x > 0,ℓ(x) = x2 sin
� 1

x

�

.

2 Déterminer si les fonctions suivantes sur continues par morceaux sur l’inter-
valle I spécifié :

1) f (x) = exp(⌊2x⌋) sur I = [−1; 2].

2) g(0) = 0 et ∀x > 0, g(x) = 1
x −
� 1

x

�

sur I = [0; 1].

3 Soit a ∈ R et f : [0; a]→ R.

x 7→ x2

1) Pour tout ϵ > 0 déterminer ϕ etψ en escaliers sur [0; a] telles que ϕ ⩽ f ⩽ψ
et |ψ−ϕ|⩽ ϵ.

2) On prend ϵ = a2

n pour n ⩾ 1. En déduire un encadrement de
∫ a

0 x2d x puis
une limite de somme (penser à l’intégrale des fonctions en escalier).

4

1) Calculer la dérivée de la fonction f (x) =
∫ x2+1

x e−t2
d t.

2) Démontrer que la fonction f (x) =
∫ 2π

0

p
t cos(x t)d t est dérivable sur R∗+.

5 Soit (a, b) ∈ R2 tel que a < b. Soit f ∈ CM([a, b],C). On veut montrer que :

lim
λ→+∞

∫ b

a
f (t)eiλt dt = 0.

1) En effectuant une intégration par parties, montrer le résultat lorsque f ∈
C1([a, b],C).

2) Montrer le résultat lorsque f est en escalier.

3) Conclure.

Exercices théoriques

6

1) Soit f : [a, b]→ R continue. Montrer que :

∃c ∈]a, b[,
1

b− a

∫ b

a
f (t)d t = f (c)

2) Soient f , g : [a, b]→ R continues avec g positive. Montrer que :

∃c ∈ [a, b],

∫ b

a
f (t)g(t)d t = f (c)

∫ b

a
g(t)d t

7 Soit f ∈ C([0;1], [0; 1]) telle que f ̸= 0 et
∫ 1

0 f =
∫ 1

0 f 2. Montrer que f =
1.

8 Æ Soit f ∈ C([0, 1],R) telle que :

∫ 1

0

f 2 =

∫ 1

0

f 3 =

∫ 1

0

f 4

Démontrer que f = 0 ou f = 1.

9 Soit f ∈ C([0,1],R).

1) On suppose que
∫ 1

0 f (t)dt = 0. Démontrer que f s’annule au moins une fois.

2) On suppose de plus que
∫ 1

0 t f (t)dt = 0. Démontrer que f s’annule au moins
deux fois (on pourra se demander ce qui se passe si f ne s’annule qu’en un
unique point c).
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Bornes de l’intégrale

10 (Césaro intégral) Soit f : [0,+∞[→ R une fonction continue admettant
une limite finie a en +∞. Montrer que

1
x

∫ x

0

f (t)d t → a quand x → +∞.

11 Soit f : [a, b]→ R continue telle que, pour tout couple (α,β) ∈ [a, b]2, on

a
∫ β

α
f (x)d x = 0. Montrer que f = 0.

12 Soit f ∈ C([a; b],R). Montrer que si
�

�

�

∫ b
a f (x)d x
�

�

�=
∫ b

a | f (x)|d x , alors f est

de signe constant.

13 Déterminer les limites suivantes, sans calculer les intégrales correspon-
dantes :

1) limx→0+
∫ x
−x sin
�

t2
�

d t

2) limx→+∞
∫ 2x

x
d t
ln t

3) limx→+∞
∫ 2x

x
sin t

t d t

4) limx→0+
∫ 2x

x
et

t d t

5) limx→+∞
∫ 2x

x
e1/t

t d t

6) limx→+∞
∫ 2x

x
cos(1/t)

t d t

14 Soit f la fonction définie sur [0; 1] par f (0) = 0, f (1) = ln 2 et f (x) =
∫ x2

x
d t
ln t .

1) Montrer que : ∀x ∈]0;1
�

, x2 ln2⩽ f (x)⩽ x ln 2.

2) En déduire que f est de classe C1 sur [0;1].

Sommes de Riemann

15 Déterminer les limites des suites :

1) Rn =
∑n

k=1
n

n2+k2

2) Sn =
∑n

k=1
k

n2+k2

3) Tn =
∑n

k=1
1p

n2+2kn

16 Déterminer (sans utiliser la formule de Stirling) la limite de la suite de terme
général :

un =
�

(2n)!
nnn!

�1/n

17 Soit x ∈ R. Calculer
∫ x

0 exp(t)d t,
∫ x

0 cos(t)d t et
∫ x

0 sin(t)d t à l’aide de
sommes de Riemann.

Formules de Taylor

18 Soit f : x 7→ ln(1+ x). Calculer f (k)(0) pour k ∈ N∗. À l’aide de l’inégalité
de Taylor-Lagrange, en déduire que :

lim
n→+∞

n
∑

k=1

(−1)k−1

k
= ln(2)

19 Soit f : x 7→ ex .

1) Ecrire le développement de Taylor, T5, de f à l’ordre 5 en 0 .

2) En déduire que
�

�e− 163
60

�

�≤ 1
240 .
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