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Thomas Masanet

I Questions préliminaires

Exercice 1

(Divers)

1) Iciil nous faut revenir aux définitions de la croissance (avec des quantificateurs). L’énoncé nous donne :

2

—

3)

4)

Vix,y)e’,x<y=f(x)<f(y)<0etg(x)<(g(y)<0

Dong, en se rappelant que multiplier par un nombre négatif change le sens de I'inégalité, on obtient que pour (x,y) €I, x <y :

fe(x)=f(x)g(x) = f(¥)glx) = f(¥)g(y) = fg(¥).
Donc f g est décroissante.

Petite erreur ici, je voulais parler de fonction périodiques de méme période. Résolvons le d’abord dans ce cas puis essayons de voir
comment on aurait pu faire pour la question telle quelle :

Soit f et g 2 fonctions de méme période T > 0 sur un intervalle I telle que g ne s’annule pas sur I (dans ce type d’exercice
2 possibilités. Soit on essaye de montrer que le quotient est bien périodique auquel cas il est important de prendre 2 fonctions
périodiques quelconques et de montrer que leur quotient est périodique, soit on essaye de montrer que c’est faux auquel cas il nous
suffit d’exhiber un contre-exemple) .Posons h = é Alors pour x €1,

f(X + T) Par périodicité de f et g f(X)

e+ 1) = ) (0

= h(x).

Donc h est bien périodique.

Revenons au cas général. Le quotient de 2 fonctions de période différente ne sera pas forcément périodique et pour le prouver il
nous suffit d’exhiber 2 fonctions pour lesquelles ¢ca ne marche pas.

1 sixeZ

. et
0 sinon.

Posons f : x — {

N 2 six=+2k,keZ
g 1 sinon.

1 est assez aisé de montrer que f est périodique de période 1 sur R et g périodique de période V2.
Posons h = é. On aque pour x €R:

h(x) =

II N| =

flx)=Tetg(x)=2(x)

=4
x€Zetx=+v2kkeZ
=4

x =0 (%%)

Ou on prouve (x) car les autres valeurs possibles pour (f(x), g(x)) sont O et 1, 0 et 2 ou 1 et 1, aucune d’entre elle ne donnant un
quotient de % Et on prouve (%) car si x est non nul, on peut montrer que x est a la fois rationnel et irrationnel ce qui n’est pas
possible.

La fonction h ne prend qu’une seule fois la valeur %, elle ne peut donc pas étre périodique.

Comme d’habitude lorsqu’on fait la négation d’'une proposition on avance pas a pas (et on se rappelle que la négation de P = Q est
Pet-Q)

Ona:

-(P=(Q=R))=Pet-(Q=R)
=P et (Q et —R)
=PetQet—R.

la négation de P = (Q = R) est donc P et Q et —R.

Ici il y a plusieurs erreurs, dont 2 sont des confusions entre fonction et nombre (le fameux f(x) n’est pas une fonction mais un
nombre ou encore, f # f(x).)

En effet I'éléve ne devrait pas parler de la fonction f(x) mais de la fonction f. De méme, il ne devrait pas écrire u = x2? mais
. . 7 . ’ ’
u(x) = x? ou encore mieux u : x — x2.. Enfin, la formule pour f’(x) n’est pas u’v —uv mais u (x)v(x) +u(x)v (x).
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5) Lorsqu’on veut regarder I'ensemble de définition ou 'ensemble de dérivabilité d’une fonction on commence par se ramener a des
sous-cas lorsqu’on a des produits, des quotients ou des sommes. Puis lorsqu’on a une composée h = gof , h est définie(resp. dérivable)
sur I si et seulement si :

1) f est définie (resp. dérivable) sur I.
2) Surl, f estavaleurs dans D, (resp D,/)
Reprenons avec notre fonction et commencons par faire une petite simplification :
fix— (1+x2)2 estlacomposée hog avech:x — x 2 et g :x — 1+x2.
D’apres ce qu’on vient de dire f est donc définie (resp. dérivable) en x € R si et seulement si :
1) g est définie (resp. dérivable) en x (ce qui sera vrai pour tout x dans R)
2) g(x) € Dy, (resp. g(x) € Dy).
Or h est définie sur R, et dérivable sur R* et pour tout x € R, g(x) = x2+1>0+1> 0 donc g est a valeurs dans R}.

f est donc définie et dérivable sur R.
De plus, on a pour tout x €R :

£ (x) =g (N (g(x))
- 2x(—%)(x2 +1)8

—3x
B (x24+1)2v/x2+ 1
ix>
6) Pour x € R, la valeur absolue de x est le nombre |x| = { X S1X = 0
—x  sinon.

Pour x € R, la partie entiére de x est le plus grand entier plus petit que x, noté | x|, soit I'unique entier tel que :

[x]<x<|x]+1.
Exercice 2

(Un peu de trigonométrie)
1) Revoir cours. Attention, pour tan il faut bien préciser qu’elle n’est pas définie en 7 (mais elle est bien définie en 7 et —1.)
2) Etudier le signe d’un produit revient toujours a étudier le signe de chacun des termes du produits. Ainsi, on a pour x € [—m, 7] :
(a) sin(x) <1 d’ou sin(x)—1<0.
(b) sin positive sur [0,7] et négative sinon.
(¢) 2cos(x)—1=>0< cos(x) > % < cos(x) > cos(%i) = xel-3,31
En tracant le tableau de signe suivant, on obtient donc :

=
|
=]
|
wl|
o
wla
a

sin(x)—1 — — — _ 0

sin(x) — - 0 + +

2cos(x)—1 — 0 + + 0 —

sin(x)
(sin(x)—1)
2
cos(x)—1)

3) Ona:

cos(2x) + sin (% — x) =0 < cos(2x) = sin(x — %)
< cos(2x) = cos(g —(x— %))
& cos(2x) = cos(%) —Xx)

N 2x =3 —x+2kn,keZ
ou 2x=x—7%+2km,keZ

N x=1+2kn,keZ

ou x=—%+2kmk€Z
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4

On résoud chacune des équations a part géométriquement comme dans le cours et puis on regarde quand les déux équations sont
vérifiés simultanément. On n’oublie pas que si on peut commencer par résoudre 'équation sur ] — pi, 7t] il faut ensuite la résoudre
sur tout R.

cos(x) < ? < cos(x) < cos(g)

<:>xe]—n,—%]u[%,n]—kamkeZ.

—v2 -7
sin(x) > T‘/— < sin(x) > sin(T)
—37 T
sSxe]l—-n,—]U[——, 1]+ 2kn,k €Z.
4 4
Au final les deux équations sont vérifiées en méme temps si et seulement si :

—3r T —7 T
el-n,—Ju[——=,—]ul[=, ]+ 2kn,k € Z.
x€l-m, —=1ul-7, - 1ulg.nl+2kn

5) Pour x €]—m,w]\{=F, 5} (pour que la tangente soit bien définie), on a :
. sin(x) .
tan(x) > 2sin(x) < 2sin(x)
cos(x)
2cos(x)—1
sin(x)—(x) <
cos(x)
On se rameéne alors comme dans la question 2) a un tableau de signe :
x |- - - 0 : : n
sin(x) 0 - — - 0 + + + 0
cos(x) - 0 + + + + 0 -
2cos(x)—1 - - 0 + + 0 - _
sin(x) 220 o - I + 0 - 0 + 0 - I + 0
Lensemble des solutions est donc S =]—n,—3[U[—5,0],U[ 3, 5[.
II Probleme
Exercice 3
1) f estle quotient de la fonction sin et de g : x — +/5—4cos(x). sin étant définie sur R, f est donc définie 1a ou g est définie. Or
on montre aisément que pour x € R,5—4cos(x) = 1 donc g(x) = v/5—4cos(x) est bien définie et 4/5—4cos(x) = 1 > 0 donc
fx)= S;E—E(x)) est bien définie donc D; =R.
En revenant a la définition, on montre que f est 2n— périodique et impaire. On étudie donc f sur [0, 7r] et on compléte par symétrie
—
de centre O et par translations successives de £27 i .
2)
a) Pour x € [0, 7], f(x)—sinx = %. Or sin est positive et x — cos(x) — 1 est négative sur x € [0, 7] Donc Vx €
[0,7], f(x)—sinx <0, dou Vx € [0, ], f (x) < sin(x).
b) D’apres le cours |sin(x)| < |x|, Vx € R. En particulier, commesin est positive sur [0, 7] on a que, sin(x) < x,Vx € [0, t].
D’apres ce qui précéde,on a donc Vx € [0, 7], f (x) < sin(x) < x d’ou (x)—x < 0.
¢) On raisonne par double implication : (<) Si x = 0,sin(x) = 0 donc x = sin(x). (=) On étudie la fonction h : x — sin(x) — x pour
montrer qu’elle est strictement décroissante sur R. (refaire les calculs). On obtient ainsi que h ne peut prendre qu'une seule fois la
valeur O sur R et que ce sera donc en x = 0.
d) On a (x) <sin(x) < x pour tout x € [0, 7].Si x est tel que f(x) = x on a alors également sin(x) = x donc x = 0. De plus on a bien
f(0)=0donc f(x)=x < x=0.
a) f est dérivable sur R (donc sur [0,7]) comme quotient d’'une fonction dérivable (sin) sur R et d'une composée d’une fonction

dérivable sur R et a valeurs dans R} (x — 5—4cos(x)) par une fonction dérivabele sur R% (x+/x).
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De plus, on a Vx € [0, 7] :

£/(x) = cos(x)(5 — 4cos(x))"? + sin(x)(4 sin(x)(—%)(s —4cos(x))73.

=[cos(x)(5 —4cos(x)) —2sin?(x)](5 — 4cos(x))_%

sin®=1—cos

2
L [—2cos?(x) + 5 cos(x) — 2](5 — 4 cos(x)) "2
eq second degré (2—cosx)(2cosx —1)
(5—4cos x)%

=
o
IE
B

3

10

a5

0.0

0.5 Mt e

105 =5 ] 5 1o

b)
¢) Létude précédente montre que f ([0, ]) = [0, %] donc f ([O, %]) C [O, %]

Exercice 4

x—1

1) Onmontre aisément que f est définie si et seulement si x — 75

est définie et positive, ce qui donne donc Dy =:|—c>o, —1[Ul1,+0o0[]

Lintervalle n’est pas symétrique donc la fonction ne peut étre paire ni impaire (et on peut en outre vérifier que pour tout x € D;\{1}
fFO)# f(=x) et f(=x) #—f(x).).

La fonction n’est également pas périodique du fait de ces limites en +00 et —oo (Ici on a méme pas besoin de le mentionner, une
telle fonction sans fonctions trigonométriques ayant peu de chances d’étre périodique).

2)
.oox—1 . .
lim —— =1 (On factorise par les termes de plus haut degré)
x—>+o0 x 41
De méme,
x—1
—=1.
x——oo x +1
Donc lim f(x)=-—ocet lim f(x)=+o0.
X——00 X—+00
De plus, limx — —oo’%") =limx —» —oo i—j =1 et de méme, limx — +oo%‘) =1.
De plus,
. . x—1
limx - —oo(f(x)—1.x)=limx —» —ocox(\| —— —1)
x+1
On multiplie par I’Eépression conjuguée limx — —OOX( 1_111_
—
. X —2
=limx —» —oc0 1=
x x—
W T 1

=-1.

On montre de méme que limx — +o0o(f(x)—1.x) =—1.
On conclut que la droite d’équation y = x — 1 est une asymptote oblique en —o0 et +00 de f.

47
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3) Comme lim,_, ;- f(x) =—00, le graphe de f admet une asymptote verticale d’équation X = —1.
4) f est dérivable sur D;\1 car produit et composée de fonctions dérivables 1a ot elles sont définies sauf pour la fonction racine qui
n’est pas dérivable en 0. On a : Vx €] — 0o, —1[(J]1,+00[,f'(x) = (x2+—x—l ce qui est positif sauf entre a = —%g <—let

x+1)24/ i—;%
1-v5

B =—-== €]—1,1[. On en déduit le tableau de variation :
T — 00 “?’E -1 1 +00
f (.‘?,‘) + 6] — +
fla) +0o
—00 —00 0
4 -
2t /’/I
. 7
—21
o -
- g |
N |
4 =2 0 2 4
5)
Exercice 5

1) Etude de la fonction tangente
a) Voir cours.
b) Voir cours.

c) C’est la définition de la bijectivité.

’

d) Soit (x,x’) €R,x,x’ # 5[n], tels que [%J = [x 3 J et tan(x) = tan (x’).

™

J . N x+% .
Par définition de la partie entiére et comme —2 n’est pas un entier car x # 7[7] on a que :

x+3Z x+%  x+3
2_1 I_ 2J< 2

T T

T T iy
Donc 7 2 _n<ml Zl<n z
T

T X+ T

Donc x — — < 7| |<x+—=
2 2

3 T T

Donc x — 7 2 cl——,—|.
|—2)e-2. 21

’

7 . A . x +£
On en déduit par le méme raisonnement que (x’ - ﬁl —2 D SEER 18

de plus par n périodicité de tan, on a que :

pi3 /.
+ 2 Par hypothese de I'énoncé X"+ 3

tan(x — 1| - |) = tan(x) = tan(x’) = tan(x’) — 7|,

D

i
x+2
T

/ x/+% 114 A /
|I=x —mn|=—%], ces deux éléments ayant la méme tangente et étant

D’apres la question c),ceci nous donne que x — 7|
T T
dans ]— 7,5

’
X

Comme de plus n[HT?J =n| :7 | on a donc que x = x.

e) SoitX,Y # Z[n] On raisonne par double implication : (<) Si X = Y[ ] alor par « périodicité de tan, tan(X) = tan(Y), ce qui
montre cette implication.

=)
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Y+%JetY —Y—TE|_

Supposons que tan(X) = tan(Y). Posons X, =X — 1| J
D’apres ce qu’on a montré precedemment tan(X,) = tan(Y,) avec X,, Y, e] 5,5[. Donc X, =Y,.

v+% v+%
2J-|_ 2

par suite, on a X — 7| nz 1= Y—rc[ 3 ldonc X =Y + n(| —2]). Donc X =Y[~n].

On a donc bien prouvé que :

tan(X)=tan(Y) =X =Y[ ]

f) % et 2. (Une fois qu'on a donné ces valeurs pour lesquelles on sait la valeur de la tangente, on sait quil n’y en pas d’autres
par bijectivité de la tangente sur cet intervalle).

2) Tout d’abord, d’apres la formule de Moivre,
cos(360) +isin(30) = (cos @ +isinf)° = (cos 6 — 3 cos 0 sin 9) +1i (3cos 0 sin 6 —sin 9)
et par identification des parties réelles et imaginaires,
VY6 €R,cos(30) = cos® O —3cos 0 sin? 6 et sin(360) =3 cos? O sinH —sin® 6.
Ensuite, tan(36) et tan 6 existent <30 ¢ 7 +nZet 0 ¢ S+ MZ <30 ¢ 5 +nZ < 0 ¢ ¢ + 3Z. Soit donc 6 ¢ ¢ + T Z.

ran(30) = sin(30)  3cos*Osin® —sin®6 _ 3tan6 —tan’ O
" cos(30)  cos30—3cosOsin®0  1—3tan26 ’

apres division du numérateur et du dénominateur par le réel non nul cos® 6.

3tanf —tan® 0

TT T
Vo e R\(g + §Z),tan(39) =

3) Il existe un unique réel a €]— 7, 5 [\{ ©F } tel que a = tan a. De méme, si x est un réel distinct de ﬂ: , il existe un unique réel

0el-3,3 [\ {—6, %4 tel que x =tan 6 (a savoir a = arctana et 6 = arctanx ). Comme :i:T ne sont pas solution de '’équation
proposée, on a :
3x—x*  3a—d® o 3tanf —tan’6  3tana—tan’a
1—-3x2 1—3a? 1—3tan?6 1—3tan’a
n
@39€3a+nZ<:>Gea+§Z.

< tan(360) = tan(3a)

Ceci refournit les solutions x = tana = a, puis
. tan( N ) tana +tan a++v3 (a++/3)(1++/3a) 4a+x/§(a2+1)
= (04 — = = = =
3 l—tanatany 1—+/3a 1—3a2 1—3a2
4a—+3(a®+1)
1—3a? '

T
etx=tan(a——)=
3

Exercice 6

1 a (Iﬁ)2 +( ]ﬁ)z =1 donc (m, Iﬁ) est un point du cercle trigonométrique. Si on note M ce point alors ce point est,
par propriété de cos et sin un point d’abscisse cos(c) et d’ordonnée sin(c) pour un certain ¢ € R correspondant a la longueur
de l'arc de cerlce parcourue sur le cercle trigonométrique pour parvenir a M.

b) Poura=—-2,b=2, M = —§,7)donc0— =T convient.
Poura=6,b=+12 M—(z,z)doncc——conwent
¢) 1l suffit de développer cos(X — c) par formule d’addition.

Applications :

=

2) D’aprés la question 1) on a pour tout x € R, f(x) = 3cos(x) — v/3sin(x) + v6 = —Zﬁ(co ( — %) — %) Dong, en utilisant les

extremas connus de cos, on en déduit que les extremas de f sont 24/3 (1 + ‘/75) et —24/3 (1

NIS NI%

3) D’aprés la question 1, on a pour x € R,g(x) = v/3cos(x) —3sin(x)—3 = 21/§(cos (x + %) ) Ainsi les zéros de g constituent

lensemble {—Z +2kn | k€ Z} | J{—% + 2kn | k € 2}
4) Enutilisant les expressions précédentes que I'on transforme a I'aide de la formule trigonométrique cos p—cosq = —2sin ( pT) sin (p 4 ),

AN ’
3cos(x)—v/3sin(x)+v6 — 41@51}1( )sm( 2 )
v/3 cos(x)—3sin(x)—3 —4xf35in( X+% )sm( XJ;% )

on trouve : D’ou le tableau de signe :
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T —T —111—_2”" -5 —& % m
. r— 13x . r— ik
sm( ;‘T)sm( 2“) - 0 + + + 0 -
— sin (x-gﬁ)sin (I-;E) - - f] + ﬂ - -
3cos(z)—v3sin(z)+v6 _ _
V3 cos(z)—3sin(z)—3 + 0 + I:J +
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