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En I'absence de précisions, E et F désignent des ensembles.

Ensembles

Décrire en extension et en compréhension les ensembles suivants, si cela est
possible :

6) L'ensemble des fonctions de R a
valeurs dans R qui s’annulent sur
[0;1]

7) Lensemble des valeurs prises par
une fonction f de R dans R.

1) Les entiers naturels impairs.
2) L'ensemble des puissances de 10 .

3) Lensemble des nombres ration-
nels.

4) Lintervalle ]0,1]. 8) Lensemble des antécédents d’un
réel fixé y par une fonction f de
R dans R.

5) L'ensemble des fonctions de R

dans R positives;;

Soit E = {a, b, ¢} un ensemble, lesquelles de ces propositions sont correctes ?

1) a€E 4) {a}CE 7) {0} CE
2) acE 5 0cCE
3) {a}€E 6) N€E 8) {i}eE

Soit E = {a}.

1) Déterminer P(P(E)).
2) Méme question pour E = {a; b}.

Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E. Montrer que siAUB =AUC
etANB=ANC, alorsB=C.

Etant données A, B et C trois parties de E, justifier les équivalences suivantes :
1) ACB& AUB=B.
2) A=B<ANB=AUB.
3) AUB=ANC< BCACC.

TD 9 : ENSEMBLES ET APPLICATIONS

@ Soient A, B et C des sous-ensembles d’'un ensemble E. Montrer que :

1)
A\(BNC) = (A\B)U(A\C)

2) Etant données A et B deux parties de E, justifier que :

A\B=B\A

Soient A et B deux parties de E. Résoudre I'équation AUX = B d’inconnue X
une partie de E.

1) Montrer que E C F < P(E) C P(F).
2) Etablir que P(ENF)=P(E) N P(F).
3) Est-il vrai que P(EUF)=P(E)UP(F)?

@ Soient E et F deux ensembles et A et B des sous-ensembles de E et F respec-

tivement.
Donner le complémentaire de A x B (dans E x F) en fonction des complémentaires
de A et B.

Soient E et F deux ensembles, A;,A, des parties de E et By, B, des parties
de F.

1) Montrer que :
(A; x B1)N (A X By) = (A; NAy) x (B; NBy)

2) Montrer que :
(A; X B1)U(Ay X By) = (A UAy) X By

3) Est-il vrai que :

(A} X B1)U (A x By) = (A; UAy) x (B; UB,)




MPSI Claude Gellée
Thomas Masanet

2023/2024

Soit E un ensemble, et soit A, B et C des parties de E. On note
AAB = (AUB)\(ANB).

On dit que AAB est la différence symétrique de A et B.
1) Calculer EAA,0AA,AAA et (E\A)AA.
2) Montrer que (E\A)A(E\B) = AAB.
3) Montrer que (A=B) < (AUB =ANB) < (AAB =0).
4) Montrer que AAB = AAC si et seulement si B =C.
5) Montrer que (AAB)AC =AA(BAC).
6) Montrer que (AAB)NC =(ANC)A(BNC).

Applications

Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

fi:Ry =R fs:C—>C*
1 4) .
x—Vx2+1 z—e
2) f,:R? > R? 5) fS:R—>R1
(,y)m(x+y,x—y) X=X+ o0
3) f3:R?2 > R? 6) fs Z x N'\{1} — Q
(x,¥) = (x +y,x¥) (.9) = p+j

Soient f : N— Net g : N— N les applications définies par :

k/2

k-1
2

_ . si k pair
f(k) =2k et g(k) = { si k impair

1) Etudier I'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f et g.

2) Préciser les applications g o f et f o g et étudier leur injectivité, surjectivité et
bijectivité.

. Déterminer :
x — cos(x)

8) f'({1h);
9) f(I-1;1D;
10) £7'(J0;3])

4 £Q5%0D;
-1(f11).
2) £([0:5]); 2 th—l(([{zz?])

3 F([-%35); 7) £([0;7]);

On considére f : N x N — Z définie par :

filx,y)—x*—y?

1) f(R);

1) L’application f est-elle injective ?
2) Déterminer f1({0}).
3) Déterminer f({1}).
4) Déterminer f1({2}).

5) Lapplication est-elle surjective ?

On considére la fonction f : x — 3;%21

1) Montrer qu’il existe un unique réel, noté a, n’ayant pas d’image par f.
2) Montrer qu’il existe un unique réel, noté b, n’ayant pas d’antécédent par f.

3) Montrer que la restriction, g, de f a R\{a} au départ et R\{b} a 'arrivée est
une bijection et préciser g !.

Soient f : E — F et g : F — G. Etablir les implications suivantes :
1) gof injective = f injective.
2) gof surjective = g surjective.
3) gof injective et f surjective = g injective.

4) g o f surjective et g injective = f surjective.

1) Soit E un ensemble et A, B et C trois sous-ensembles de E. Exprimer 14 5 -

2) Soit E un ensemble et A, B deux sous-ensembles de E. Ecrire (1, — 15)? comme
fonction indicatrice.

3) Traiter les questions de I'exercice a I'aide de fonctions indicatrices.

2/
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1) Soit A, B, F trois ensembles non vides, et soit f € F(A,F) et g € F(B, F) deux
bijections. On suppose que A et B sont disjoints. Montrer que le recollement
h:AUB > Fdefetg(ie;h:xw— f(x)six €A, g(x)six € B) est une
bijection si et seulement si f (A) N g(B) = 0.

2) En déduire que f :[0;1] — [0;1]
x
x—4{?2

{2x—1

% % Soient E un ensemble et f : E — E telle que fofof = f. Montrer que f

est injective si et seulement si f est surjective.

Soit f : E — F une application.

1) Montrer que :

est une bijection.

sixe[O;%[
sixe[%;l]

VA€ P(E),Ac f(f(A)

2) Montrer que :

Soit (A, B) € P(E)?. On considére I'application f : P(E) — P(A) x P(B)

VB eP(F),f (f'(B)) B

X+— (XNAXNB).

Montrer que f est injective si, et seulement si, AU B = E. Montrer que f
est surjective si, et seulement si, AN B = 0. Dans le cas ou f est bijective,
expliciter f 1.

Soit f : (p,q) € N? — p + q. Déterminer :

3) f(Nx{0}); 3) f(2N x 2N);
2) f7H{4D; 4) f71(2N)
Soit E et F deux ensembles, soit f € F(E, F), et soitA C E et B C F. Montrer

que:

f(Anf~1(B)) = f(A)NB.

Soit E et F deux ensembles non vides, et f € F(E, F).

1) Montrer que f est injective si et seulement si : YA C E, f ~1(f (4)) = A.

2) Montrer que f est surjective si et seulement si: YB C F, f ( f _1(3)) =B.
On définit une fonction ®; € F(P(F), P(E)) par :

VY € P(F),&;(Y)={x €E| f(x) € Y}.

3) Montrer que f est injective si et seulement si & est surjective.

4) Montrer que f est surjective si et seulement si &, est injective.

(26 ] %%

1) Donner un exemple de bijection de N dans N n’ayant aucun point fixe.
2) Donner un exemple de bijection de R dans R non monotone.

3) Donner un exemple de bijection de R dans R*.

% % % Soit E un ensemble. Montrer que E et P(E) ne sont pas en bijec-

tion.Si ¢ est une telle bijection, on pourra considérer A= {x € E | x ¢ ¢(x)}
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