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TD 1 : SOMMES ET PRODUITS

Q© = Exercice thématique, % = Niveau de difficulté, K=R ou C Ok Poura € Netn €N, on note S,(n) = >, _, k%

1) En considérant y;_,(k+1)*—Y;_, k? démontrer que S;(n) = _n(n2+1).

2) Utiliser la méme méthode pour déterminer S,(n) puis S3(n) pour tout n € N.

Sommes simples

Q Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes : . 1
@ O¥ Soit k € N*, on pose u;, = E L

_ 12 92 2
1) A, =1x242%x3+---+nx(n+1) 3) Cp=1°+3"+---+(2n+1) 1) Déterminer (a, b, c) € R® tels que :

2) By=1xn+2x(n—1)+-+nxl.| 4 Dy=qpg5+5n5+ +mmm
C

VkEN*, U = )

FRELE
k+1

~lQ

Q Pour tout n € N, calculer la somme S, des n premiers entiers impairs.

2) En déduire la valeur de >, _, u ot n € N*.
Montrer que la suite de terme général :

o1
u, =
" ;n+k

ou n € N* est strictement croissante.

% Soit n € N. Montrer que 3 divise 2" + 1 si et seulement si n est impair.

Sommes doubles

Q% Calculer les sommes suivantes : a O3 Soit n € N. Calculer les sommes doubles suivantes.
1) Z'k::l; qk ouin>3etgek 9) ZZ:O 2k3nk oineN 1) lei,jsni 5) lei<jsn ij
2) Zig()l(zas‘k-i—l +2)otaeK 10) S = ZZ=1(—1)kk2 ou n € N*. On 2) leistni 6) 2151’,]'5“ i —jl
B ourra calculer S + > k2. s nooxn !
3) Yy gy OUn €N P . o Zi—l 3) Dicicjnli+]) 7) 21 2ek—ts1
11) > _,(=1)“k o n € N*. DN IR 8 Y _ G 7)
4) Zn 1__1 yne N* n k 1<i,j<n\t TJ 1<i,j<n MAXL, ]
k=1k  ntl- ' 12) >, k2ouneN.
n 1 ot X — n
5) Zﬁzok x kt ol n €N. ) 13) 31"_, cos? (15_7;) ol n € N*. On @ Soient (n, m) € (N*)?, calculer S = Z;:é Z?:o( » )kp.
6) 2o k(k+1)ouneN pourra effectuer un renversement
7) - k(n+1—k)oluneN* de la somme.
8) Yi-okqoligeKetneN 14) ¥, 7=z ouneN”. Produits et factoriels
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(Rajout sur les sommes doubles(1)).

Soit (ai,j)(i fene une suite double de nombres réels. Soit n et m deux entiers natu-
rels. Intervertir les sommes doubles suivantes :

DS =2, Z;.l:i a;; 3) S3 =20, Z}n:i a; ; ol on a sup-

_xmn n—i . posé n < m.
2) Sy =240 2j—0 %,

(Rajout sur les sommes doubles(2))
Calculer

e , . .
Qi< j<n 1J en I'exprimant sous la forme d’un produit de sommes simples.

Q Soit n € N. Exprimer a 'aide de nombres factoriels les produits suivants :

1) 2x4x6x---%x(2n) 3) Z=1%
2) 1x3x5x%x---x(2n+1).

Q Simplifier les expressions suivantes :

(2n+3)! | (n+1)! 1
D G 3) i T e
(n—1)! [ (2n)!
2) Y- (nil)! > 4) Sar-
% Calculer les produits suivants :
1 1
1 1—[2:2 (1_k_2 3) HZ:1(1+ E)

2) [Tie,q¢ avecqgek

Ok k

1) Pour tout n € N, exprimer [ [;¢,<,(n+k) alaide de n! et (2n)!.

2) Montrer par récurrence que : Vn € N*, [ [;<,<,(4k—2) =] [1<k<,(n + k). En
déduire [ [,<;<,(4k —2).

3) Retrouver cette expression par un calcul direct.

% % Soit a € K. Pour n € N, on pose

n

p=[[(1+a%).

k=0

1) Calculer P, lorsque a = 1.

2) On suppose a # 1.Montrer que pour tout n €N, (1—a)P, =(1— azm).

3) En déduire la valeur de P,,.

* % % Soit n € N¥, caleuler P, = [ [, ;< 1]

% Soit n € N, calculer :

1
S0 =2 (n—K)I(k +1)!

k=0

n

Coefficients binomiaux

] o

1) Développer (x +1)°, (x —1)°.

2) Calculer Z;:O( ; )21’ —3n

2n

. . 2
3) Démontrer que, pour tout entier n , on a Zkil ( X

Pour n € N*¥, calculer la somme double :

Y % Soit n € N.

1) Pour tout x € K, calculer (1 + x)?" de deux maniéres.

2
2) En déduire la valeur de > _, ( Z ) .

)(—1)’<2’<—1 =0.

2/
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Q Pour n € N*, on pose : A, = Zogkgn( rkl ) et B, = Y. o<k<n

k pair k impair
Calculer A, + B,, et A, — B,,. En déduire la valeur des sommes A,, et B,,.

% % Soient n, p des entiers naturels avec n > p. Démontrer que

2(5)-()

k=p

Ok k

1) Soient n,p et q des entiers naturels, en utilisant la formule d’additivité et un

télescopage, calculer la somme

Zq: n+k
k

k=p+1

2) Endéduire ), ]_[?:1(1' +7)-

()




