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Thomas Masanet

I Questions préliminaires

Exercice 1
(Divers)
1 a
(1+20)(4+31)=[4—6+8i+3i]=—2+11i
4-6i _ (4-60)(3-20) _ —26i _ .
342 32422 13
T 1
e's = COS(E) + isin(ﬁ) == ++4/32.
3 3 2
b)
1 V3, 1 2=
—_ + —1 = —e 3
47 4 2
(1/§+l)9 _ 296% in

=8e2

(1+0)2 52,1
—12¢% = (¢™)12¢'F = 12¢°F
¢) Soit a,b €[0, 7] On utilise la formule de 'angle moitié :

itarb) . i) —i(a—b
"2 (e7 7 + %

i(a+b) a—b
—e 7 2 cos( 5 )

)

et +elt=e

De plus, comme a et b sont dans [0, 7], ? €[5, 5] donc cos(%) > 0 donc la forme trigonométrique de e™® + e’ est
_ i(a+b)
ZCOS(%)e T,
d) Pour x €R, sin(x) +icos(x) = cos(§ —x) +isin(§ —x = e77¥). Un argument est donc 3 —X.
2) Voir TD nombres complexes.

3) a) Pourx e R,ona:

. . 3
el e IX)

cos®(x) = ( 5

= % (e™ + e*i’()3
= é (€% +e7%* +3 (e + 7))
= %(2 cos(3x) + 3(2cos(x)))

= %(cos(?;x) + 3 cos(x)).

ix —ix\4
(e —e™)

sin*(x) =

~
S
—
>

(e4lx _ 4631)( e ix + 6621xe—21x _ 4elx e—31x + e—41x)

—_
|"'0\|"

(e4ix _4ezix + 6_46—21')( + e—4ix)

4ix —4ix 2ix —2ix

e’ te e’ +e

-4 +3
2 2

o))

®|—= | =

(cos(4x) —4cos(2x) + 3)
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eix + e—ix 3 eix _e—ix 2
cos® x sin® x = -
2 21
(eBix e dix 43 (eix + e—ix)) Q2% 9 4 o=2ix
= X
8 —4
eSix + eSix _ Zeix _ 2e—ix + e—Six + e—Six
B —32
_ 2.cos(5x) +2cos(3x) — 4 cos(x)
a —32
L cos(53) (3x) + = cos(x).
= — cos(5x ——cos x)+ = cos(x
16 16 8
b)
cos(4x) = R(e*™)
=%R((e'x)Y)
= R((cosx +isinx)*)
= R(cos* x + 4i cos® x sin x — 6 cos? x sin? x — 4i cos x sin® x + sin* x)
= cos* x — 6 cos? x sin® x + sin* x
¢) Notons r; et 1, les racines de e¥.
Méthode trigonométrique : r; = es = cos(g)+isin(g)etr, = eFeT =e¥ == Cos(%“) + isin(%“)
Méthode algébrique : Soit Z =X +iY une des racines de z = e = § §
Les relations Z2 = Z et |Z|> = |z| nous donne les relations suivantes :
2
X*-v%*= V2 @))
2
2
2XY = £ 2
2
X*+v2=1 ®)
142 2+ﬁ -2 5 +f
(1)+(3) donne X2 = —- === (3)—(1) donne Y% = —== et (2) donne que X et Y sont de méme signe.
On adoncX = ”H 2oty =¥ oux = —"22“5 eth—#.

Comme de plus cos(3) et sm(ﬁ sont positifs (car § € [0,

2+ 4/2

T
cos(g) = >

5] onadoncquer, =

LT
t — )=
e sm(S)

V22
2

5 +i etdoncona:

V2—v2

2

4)
2"+1=0=z2"=-1
St =l
<:an(eirc)n

P4
=) =1
en

< (

z
i,n):

en

< (

Sz=eren ,ke[0,n—1]

,ke[0,n—1].

(2k+l)m
—2z2=

5) Ici on peut soit faire le calcul en repassant par le discriminant et la forme des solutions d’une équation de degré 2, soit remarquer
que 1 est une racine "évidente" auquel cas on obtient automatiquement la factorisation :

22 —2iz—142i=(z—1)(z—(2i —1)).
les solutions de cette équation sont donc 1 et (2i —1).

Exercice 2
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b)

da -3 -2 1 0 1 2 3 4

1)
2) On sait que les points sont alignés si l:%s €R.Or:
b—a 2+(2—d)i
c—a 3—(1+d)i
_Q2+@2-=d))B+(1+d)i)

9+ (1+d)2
_(6-Q2-ad)1+d)+i(3(2—d)+2(1+d))
B 9+(1+d)?
_(6—@2—d)(1+d)+i(8—d)
B 9+(1+d)?

Donc E € R si et seulement si (8 — d) = 0 soit si et seulement si d =8
3) La similitude s’écrit comme z — az + b aveca =iet b =2. |[a| =1 et a # 1 donc on est dans le cas d’'une rotation d’angle 7 (car
in
i=ez).

Pour trouver le centre Q on résout I’équation f(z) =z :

f@)=z2iz+2=2
Sz(1-i)=2

Sz= Sz=1+1.

(1-1)
donc le centre de la rotation est Q = (1,1) d’affixe z =1 +1.

4) Par propriété du cours, la rotation d’angle 7 et de centre C = (1,3) a pour équation complexe z — z. + ez (z— Zc) soit z —

(14 3i)+iz—i(1+ 3i) ou encore z — iz + 4+ 2i.
5) Soit A d’affixe z, = 1,B d’affixe z; = —1 et M le point d’affixe z,, =z On a que

z—1 . 2y — 2,
ciRe M ™2
z+1 2y — %p

< (AM) et (BM) sont perpendiculaires.

iR

< M € au cercle de diameétre [AB].

I Problemes

Exercice 3

1) a) Supposons que iy € iR est une solution de (EQ1). En ce cas, par unicité de I'écriture d’un nombre complexe en notation
algébrique, il vient
(iy sol(EQ1) &= ——iy® +(5+3i)y*+(7i—16)y +3—21i=0

-y +3y*+7y—21=0
5y2—16y+3=0

En particulier, y est nécessairement solution de 'équation 5y2 —16y +3 = 0.

3/f6)

=1
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2)

b)
c)

d)

a)

b)

c)

d)

Exercice 4

1

2)

a)

b)

a)
b)

c)

D’aprés la question précédente, on doit également avoir —y° + 3y2 + 7y — 21 = 0.

Le polyndme y — 5y? — 16y + 3 admet pour discriminant. A = 16> —4 x 15 = 142, Les racines de cette derniére équation
du deuxieme degré sont y; = 161+014 =3y, = 161;014 = % On vérifie alors que 3 est bien racine des deux équations du systeme
précédent, ce qui garantit que z, = 3i est une racine imaginaire pure de I'’équation (1). Par identification des coefficients, on

a la factorisation :

P(z) =2 —(5+3i)z* + (7 + 16i)z + 3—21i = (z—3i) (s> — 5z + 7 +1)

Résolvons 'équation 22 — 5z + 7 +i = 0. Son discriminant est A = 25— 4(7+ i) = —3 — 4i. Cherchons une racine carrée 6 de
A en notation algébrique °

x*—y* =-3 x ==1
(x+iy))=-3—4ie={ x*+y? =5 <= y ==+2
xy <0 xy <0

Une racine carrée de A est & = 1—2i. Les formules pour les équations polynomiales de degré deux permettent alors de conclure

que z; = # =3—ietz, = # = 2 +1 sont aussi solutions de (1). Finalement, I'ensemble des solutions de (1) est
S=1{3i;3—i;2+i}
Supposons que z est solution de (2), et que (u,v) est une solution de (3), alors d’'une part u® x v® = —i et d’autre part, la

formule du bindme donne u® + v = (u +v)* — 3uv(u + v) = 2° — 3iz = i — 1, puisque z est solution de (2). Ainsi, (u®,v*) est
solution ° du systéme somme-produit :
w+vi=i—1
{ wxvdi=—i

Ce sont donc les solutions de I'équation :
w+(1—-iw—i=0

i et -1 sont racines de (E), on a donc u® =i et v®> = —1 ou le contraire. Convenons que u® = i, et déterminons en ce cas les
valeurs possibles pour u : il s’agit des racines troisiemes de i. Or,
in/2 in/6

- une racine cubique particuliére de i = e'™/“ est e

- les racines troisitmes de 'unité sont 1, j = e%7/3 = e47/6 et j2,

- en conclusion, les racines troisiémes de i sont e'™/0, ¢517/0 ¢9in/6 — 3in/2

u ein 6 eSin 6 —

En utilisant 'égalité i = uv, on obtient les valeurs de v correspondantes:| v =1i/u '3 e /3 -1
z=ut+v | BB+ | BB+ | —(1+0)

En sommant les couples (u, v) précédemment obtenus, on obtient 'ensemble de solutions de (2) :

S={1+2«/§ 1—4/3

(1+1); 3 (1+0);—(1+ i)}

Posons Z = €*. Z vérifie 'équation (2) donc Z = 3i,3 —i ou 2 +i. Il nous faut donc trouver les z € C tels que z = 3i,3 —i ou
2 +1i. Je détaille pour le Z = 3i et je donne les solutions pour les deux autres :

3i=el"®e T,

Donc €* = 3i & z =In(3) +i(5 + 2kn), k € Z.

De la méme maniére on obtient que Z = 3—i < z = In(v/10)+i(p, +2kn),k € Zet Z = 2+i & z = In(v/5)+i(p,+2kn),k € Z
ol ¢, et ¢, sont des arguments de ,/iTo — ﬁ et % + ‘/#g respectivement.

12 =2 x 5+ 2 donc 12 = 2[5].

27 =3 x 940 donc 27 = 0[9].

29 =3 x 9+ 2 donc 29 = 2[9].

a=1[b] donc a=kb +1 pour k € Z. Donc 2 = zkbz! = (2°)Pz! =2l
Pour a =0[b] onaalors ¢ =2° = 1.

4inm

Ce sont les racines cubiques de l'unité, soit : 2, = 1,2, = j=e3 , 2, =j2=e 3

Lorsque p = 0[3] on sait d’aprés la question 1b) que 2z} = 25 = 2! = 1. Donc ppour m € [1, 3]

won B (1) 5 (5 oes

p=0 p=0
p=0[3] p=0[3]

2, + 2, + 25 = 0 car on somme les racines troisiemes de I'unité.
2 _ 2 _ ;2 2 4 5 — .
zi =12y =j*=23,3; =j"=j=32,donc:
zf +z§§2 =2z, +23+2, =2, + 2, + 2.

De plus, d’aprés la question 1b) a = 1[3] = 2¢ =z],2] =2,,2 =z) eta =2[3] = 2! = 22,25 = 22,20 =22,
Dans les deux cas, on a donc 28 + 29 + 2 =2, +2, +23 =0 ouzl + 25 +2f =22 +22 +22 =0.

4/



MPSI Claude Gellée

Thomas Masanet Corrlgé DS n°4 27/11/2023
d
- n - n - n
St St =10 (0 ) 2 (5 )b+ 2 (5 )
p=0 p=0 p=0
p=0[3] p=1[3] p=2[3]
Z n . n
ONGSELONGRELDN YR
p=0 p p=0 p=0 p
p=0[3] p=1[3] p=2[3]
T ( )zg+ ( )zg+ ( )zg)]
p=0 p p=0 p p=0 p
p=0[3] p=1[3] p=2[3]
- n - n - n
= Z ( p )(zf+z§+z§)+ Z ( p )(zf+z§+z§)+ Z ( » )(zf+z§+z§)]
p=0 p=0 p=0
p=0[3] p=1[3] p=2[3]
Quesn29 Z ( Z )(zf +20+28)+0+0
p=0

p=0[3]
=S, + S0+ S0

e) Onapplique les formules du bindme pour les 3 sommes et on obtient : S; ; = 2", S, , = (1+j)" = (=) =e et S,5(1 +72)n =

—nin

(=j)=e3.
/ / / nin
Donc Sn31+Sn’2+Sn’3—2”+e 3 +e

—nim

35 =on + 2cos( ).

. . O b
Or d’apres la question précédente, S’ | +S! ,+S ., =S,,+S,,+S,3 D 3S,.
Donc S, = 1 (2" + 2cos (%)).

Exercice 5

1) a) Laformule de Jacobi nous donne que 2"—1=(z—1)(1+z+...+2"!). Donconaz"—1=0<z=1oul+z+---+2" 1 =0.
b)

l+z+--+2"1=0 = =0

1+z+~--+,z'”‘1=0<=>{'”él <=>{Z7é1

—z'=letz#1

Finalement, les solutions de I'équation
1+z+--4+2"1=0

sont les racines n™* de 'unité différentes de 1 :
2 -1
S={w,w,...,w" }

¢) D’apreés la question précédente, w est solution de 'équation de la question b). A I'aide de la formule de Moivre, il s’ensuit que,

Finalement, en identifiant les parties réelles de cette derniére égalité, il vient :

n—1
2k
Z cos (—n) =0.
n

k=0

d) Soit k € [0,n—1]. On utilise une factorisation par 'angle moitié :

.. (kn)
2isin| —
n

()
=4sin“ [ —
n
permet de conclure que

|o.>k—1|2 =2(1—cos(2an))

Il ne reste plus qu'a sommer terme a terme. A I'aide de la question précédente, il en découle que

2
X 2 21k 2
|w—1|:en—1 =

o 1—cos(26
La formule de linéarisation sin? 6 = —COZS( )

n—

1 n—1
>t -1 = 22(1 —cos(Zk—n)) —2n
k=0 k=0 n

58]
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2) ) Soitp € [0,n]. Sip=0oup = n, alors wf =1 et par conséquent ».,_, @ =n. Si p € [1,n—1], alors wP # 1 et I'identité
géométrique donne :
kp — (P p (w ) —1
w?=w w =0
Z Z( g

n

Zwkp:{ ns%p=00up=n
0 sinon

Finalement,

k=1
b) Soit z € C, la formule du binéme donne
n n n n n n n
n n— p_ n— P
kz_lz(z—i-wk) :k_l _0(p )z ? (") _ZO(P )z P _(wk)
= =1 p=l p= k=1

Or, d’apreés la question précédente, la somme intérieure est nulle sauf si p € {0, n}, auxquels cas, elle vaut n. Par suite
. n n
% n 0 n
z+w") = nz" + nz- =n(l+z
Derat)'=(§ Jure () =naean

3) a) Z;é (a+w*b)=na+b ZZ;:) w* = na, car Zz;é wk=0.

b) A laide de l'inégalité triangulaire, il en résulte directement que

n—1 n—1
n|a|=|na|=Za+wb |a+w b| Z|a+wpb|
k=0 k=0 p=1

Le changement d’indice k = n — p dans la derniére somme donne alors

n—1 n n—1
n|a| Skz(;|a+cukbi=2|a+wpb|:;;|b+wka|
- = -

¢) En divisant par n, on obtient pour tout couple (a, b) :
1 n—1 1 n—1
la| < —Z|a+wkb| et la| < —Z|b+wka|
Mo i

5N oz s A . . —1 . . A
Dans la deuxiéme inégalité, échangeons les roles de a et b, il vient |b| < %ZLO |a + a)kb|. Finalement, en ajoutant terme a

terme il vient :
n—1

2
la| + |b] < ;Z|a+wkb|

k=0
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