Nombres complexes et matrices

I. Nombres complexes

1. Définition

On admet I'existence d'un «<nombre» noté i tel que i = —1. On définit alors :
am Définition (nombres complexes).
Lensemble C des nombres complexes est défini par :
C={x+iy|(x,y) e R?*} sachantquei®=-1

Siz=x+iyeC, oux,yeR,lapartieréelle de z, notée Re(z), est égale a x et la partie imaginaire
de z, notée Im(z), est égale a y.

z=x+iy est1'écriture algébrique du nombre complexe z.

Si y =0, alors z est réel (ensemble R). Si x = 0, alors z est un imaginaire pur (ensemble que
I'on peut noter iR).

On définit des opérations sur C en manipulant les nombres formellement comme vous avez appris
a le faire au college avec les expressions algébriques. Par exemple, si a,b,c,d € R :

(a+ib) x (c+id) = ac +iad +ibc +i°bd = ac — bd +i(ad + bc)

Lensemble des nombres complexes sera réintroduit de fagon un peu plus rigoureuse en sup, mais vous
naurez acces a une définition «parfaite» qu'au niveau de la L3.

Interprétation géométrique : Lensemble C des nombres complexes s’identifie a I’ensemble des
points du plan R? muni d'un repeére orthonormé direct via la correspondance suivante :

ilm(z) =iy t------- L Z2=Xx+1y
C —R? i |
zZ=x+iy— M(x,y) ‘

0 1 Re(z)=x

z s’appelle I'affixe du point M.
z est réel si et seulement si M se trouve sur I’axe des abscisses.

z est imaginaire pur si et seulement si M se trouve sur I’axe des ordonnées.

@ Attention.

La notation v/~1 a été abandonnée en 1777 lorsqu’Euler introduisit la notation i.
Ainsi, méme si vous trouvez dans certains ouvrages la notation v/~1, ou pire encore
v/=3 par exemple, abstenez vous de I'utiliser!

De facon générale, on attend de vous que vous maitrisiez les objets que vous mani-
pulez, ainsi vous n'utiliserez le symbole /' qu’avec des nombres réels positifs ou
nuls.

Remarque.

e RcC.
e On note C* '’ensemble des complexes non nuls C \ {0}.

Exemple.
1+ie C, on calcule par exemple (1+1)2 =12+2x 1 xi+i% = 2i.

Ve

Comment inverser un nombre complexe non nul, c’est-a-dire comment obtenir I'écriture al-
gébriquede z=a+iboua,beR?
On utilise l'expression conjuguée :

I a—ib 3 a—ib _a " -b

a+ib  (a+ib)(a—ib) a?-i2b2 a?+b2  a?+ b2
R R
€ €
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Exemple.

On calcule par exemple :
1 1-i

1-i 1 1

ou encore :

3-i B-D@-i) 6-5i+i®

1+i (1+D(1-1) 12412 2 2

2. Conjugaison

am Définition (conjugué d’'un complexe).

2+i (2+D)@2-i) 22+12

Soit ze € que 'on écrit z=x+iy ol x, y € R. Le conjugué de zest z= x —1iy.

Interprétation géométrique : La conjugaison complexe est la symétrie par rapport a I’axe des abs-

cisses.

iyt----------  Z=X+1y
|
i |
|
|
0 P X
|
|
) |
_ly I |

& Proposition (propriétés des conjugués).

) zZ+2z z2—2Z
(i) VzeC, Re(z) = —~ etIm(z) = —
i

(ii) VZ1,22€(D, Z1+tzm=z1+22€tz2120 =21 22

Exemple.

2—-5i=2+5i

(iii) VzeC*, (—
z

SN

[—
N—

(iv) Vze(C, Z=2z

3. Module

am Définition (module d’'un complexe).

Soit z € C que l'on écrit z=x+iyou x, y € R. Le module de z est |z| = \/x? + y.

Remarque.

Si z est un réel, alors le module de z est aussi sa valeur absolue. On écrit z=x+i0 ou xe R et
0 e R (ainsi z = x) et on calcule

lzZl  =vVx2r02=Vx2= x|
—~—

—~—~
module de z valeur absolue de x

Le module d'un complexe est une généralisation de la valeur absolue d’un réel, la notation
| | pour ces deux notions reste cohérente

Interprétation géométrique : si z = x +iy est I'affixe du point M = (x, y) € R?, alors |z| est la distance
(euclidienne) du point M a l'origine si on a muni le plan d’un repere orthonormé (utilisation du
théoreme de Pythagore).

9, .
q/xﬂ A Z=X+1y

W Y

~

& Proposition (propriétés des modules).

(i) VzeC, |z°=zz (iv) YzeC, |z|=lzl

(ii) |z|=0=2z=0 (v) YzeC*, _':ﬁ
z| |z
(iii) Vz1,22€C, |z122] = |21]| 22| z |z1|
e _ i) Vz1eC, Ve Cr, |2 =22
En particulier |-z;| = |z]. | |zl
Exemple.
1-i 1-i 2
2431l = V22 +32 = VI3 I
4+ 3i |4 + 3i] 5
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4. Complexes de module 1

am Définition (nombres complexes de module 1).

U={zeC]||z| =1} est 'ensemble des nombres complexes de module 1.
Géométriquement U s’identifie au cercle trigonométrique.

& Proposition.

o VZl,Zz€U, leZEU.
e VzeU, LleU.

@ 2z

as Définition (exponentielle d'un imaginaire pur).

Pour tout 6 € R, on définit le complexe ¢ par : ¢!

Remarque.

0

=cosf +isinf

Géométriquement, e est le point du cercle trigonométrique d’abscisse cos@ et d’ordonnée

sinf.

Exemple.

A retenir : .
e =cos(m) +isin(r) = -1

ein/ 2

=cos(m/2) +isin(n/2) =1

& Théoreme (écriture exponentielle des complexes de module 1).

Un nombre complexe z est de module 1 si et seulement si il existe 0 € R tel que z = €.

De plus, ce réel 0 est unique modulo 27 (i.e. si z = € = ¢!’ alors 6 = 0’ [271]).

& Proposition (regles de calcul avec les exponentielles d'imaginaires purs).

(i) VOER, elf =10 = _—
el@

(ii) V01,0, R, 01102 = it ,i0:
(iii) VOeR,VneN, (eie)n P

Exemple.

A retenir :
eil’l]‘[ — (ein)n — (_l)n

On déduit de cette propriété les formules d’Euler et de Moivre :

& Théoreme.

i0 —-i6 ei@ —i0

e (formulesd’Euler) VO0eRR, cosf = ¢ etsinf =

2i

e (formule de Moivre) VOeR, VneN, cos(nf)+isin(nd) = (cosO +isinf)"

5. Argument

& Théoreme (écriture exponentielle d'un complexe non nul).

Tout nombre complexe non nul z € C* s’écrit sous la forme z=re? our e R* etf e R.
De plus, r est unique et 0 est unique modulo 27.

Remarque.

Cette écriture est appelée écriture exponentielle du complexe z. On trouvera parfois aussi les
termes écriture polaire ou encore écriture trigonométrique de z (encore que cette derniere
désigne plus couramment I’écriture z = r(cosf +isin0)).

Remarque.
Avec les notations du théoreme, bien que r = |z, on évitera d’écrire z = |z| ¢! a la place de
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z = rel%. 1l est préférable pour les calculs abstraits de garder une notation, r, qui ne fait pas
intervenir z.

am Définition (argument d’'un complexe non nul).

Soit z € C*. Un réel 0 introduit au théoreme précédent est appelé un argument de z. On note
arg(z) =0 [2m].

Remarque.

On parle bien d’'UN argument de z, il n’est pas unique (il 'est seulement modulo 27).
Eventuellement, on peut toujours choisir 0 €] — 7, 7], et dire dans ce cas qu'’il s’agit de [l'ar-
gument principal de z, mais cette contrainte est peu utile voir désavantageuse pour les for-
mules de calculs.

Interprétation géométrique : si M est un point du plan d’affixe z € C* (on suppose M # O), alors
I'angle orienté (OI, OM) est un argument de z.

W

[

& Proposition (propriétés des arguments).

Pour tous z, z1, zo € C* :

(i) arg(zizp) = arg(z;) +arg(zz) [27] (iii) arg(§) = arg(z;) — arg(z,) [27]
2

(iv) arg(z) = —arg(z) [27]

.. 1
(1) arg(;)z—afg(@ [27] (v) arg(—z) =7 +arg(z) [27]

@ Attention.

On ne peut rien dire en général de arg(z; + z).
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Exemple.

Siz=1+ie C*. Ecrivons z sous forme exponentielle.
On calcule d’abord : |z| = v1+1 = 2 puis

z 1 .1 V2 V2 T T

—=—+i—==-—+i—=cos—+isin—=e
V2 V2 V2 2 2 4
(en reconnaissant des angles remarquables.)
donc 1+i=v2e'i

&1

Exemple.

Calculs de puissances.

On souhaite calculer z", ou z € C et n € N. La bonne méthode est d’écrire z sous forme exponen-
tielle pour calculer z”, puis on en déduit si besoin la forme algébrique de z". La contrainte pour
pouvoir faire un calcul explicite est de tomber sur un angle remarquable dans I'écriture exponen-
tielle de z.

1. Calcul de (1-iv/3)2°%°. On calcule [1-iV3| =1/12+ (-V/3)2 =2 puis L _;/5 = ¢ "3 si bien que

(1 _ i\/§)2025 — (ze—iﬂ/3)2025 — 22025e—120257'[/3 — 22025 e—675i7'[ — 22025 e—388i27[ ei]‘[ — _22025
=1 =-1
2025
V3-i CV3-i 1-i
2. Calcul de ( , .On calcule |[v3-i|=2et|1-i| = V2, puis —— = e /6 et o e /4
si bien que
V3-i 2025 52025 ,-i20257/6
1-i /220%5 pinoosn/a

Or 2025 =168 x 12+9 donc 2%3% = 168 x 27 + 3% ; 2025 = 253 x 8+ 1 donc 2%23% = 253 x 27 + Z donc

2025

V3-i 2025 _s , e ,

( - _ 2202 -i3m12 fimla _ 91012, /5 ,~5in/4 _ 51012 | ;51012
—i

1-4i

3. Calcul de ( 3_). On calcule |1 -4i] = V17 et |5 -3i| = v/34 et on ne reconnait pas d’angle re-
— ol

marquable au numérateur ou au dénominateur. On calcule plutot :

1-4i (1-4i)(+3) 5+3i—20i+12 17(1+,) V2 \/§+_\/§ V2 4
= = = — )=—|—+1—|=—¢
5-3i (5-30)(5+3i) 25+9 34 22 2 2
si bien que
: 1012
1-4i) _ 2"9%%V2 psmra_ 1 (1+1)
5—3i 22025 21023
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6. Exercices

? Exercice 1.

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants.
3+5i
" 3-5i
(2+30)% + (2 -30)?
T (24302 -(2-30)2

2+i
3-2i

1. (2+30)(3+4i) 5 4. (1+i)?

7. (3-2i)*

5. (=1+1)°

1-i3+a+j3
(1 +j)(1 +j2)

8. 1+i3+0+1)°+...+(Q+
i)ll

(Otl] — e—2in/3)'

? Exercice 2.

Donner la forme trigonométrique des complexes suivants :

1. 4+4i; | 2. -2; 3. 2i; | 4. V3-i; 5. 3+ /3.

? Exercice 3.

Soit 6 €] - 7, [\{0} et a €] - 7, 7[. Calculer les modules et arguments des nombres complexes :

1. Zl:_S\/?_)_Si ‘ 2. ZZZ(M

188
)

1+ cosf +isin®
3 = —
1—-cosfO +isin®

5. z5=(1+1)"+(1—1)" |

3. z 4. zg =1 +itana)”

6. z6=V2+V2+iV2—V2

? Exercice 4.

Calculer (on donnera les résultats sous forme algébrique et exponentielle) :

1. (V3+i0)22! . (9+i)5
" \5-4i
3 (1+i\/§)30 4, (1+e19)n (neN* et e R)
' 1-i

1.
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II.

Matrices

Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

Définitons

am Définition (matrice).

Soient n, p e N*.

On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K la donnée de n x p éléments
de K, notés a; j, 1 <i<n, 1< j< p, représentés sous la forme d’'un tableau a n lignes et p
colonnes :

a, a2 aip

azi1 azp az,p
(ai,j)

ap,1  dp2 An,p

Les a;,; sont appelés coefficients de la matrice ou encore terme général de la matrice.

Remarque.

— Dans la suite du chapitre, on ne précisera plus que rn, p ou les autres entiers relatifs a
la taille des matrices sont des entiers naturels non nuls.

— Lensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K se note
M, p(K).

— Soit A€ 4, ,(K) dont les coefficients sont notés a; j, 1<sis<n, 1< j<p.
On peut noter A= (a;,j);<;<n-

1<js<p
Exemple.
1 2 -3
A:(_OZ 4 %)EJ%R«D) B= _0% ; \(/)g € My5(R)
2 2 2

am Définition (matrices remarquables).

Soit A € My, p(K).
— Sin=1, Aestune matrice ligne
— Si p =1, Aestune matrice colonne
— Si n = p, A est une matrice carrée d’ordre n. Dans ce cas on note .#,(K) au lieu de
'/%n,n(lK)
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Exemple
1 2 0 -

) € #0,4(R) est une matrice ligne

1+1
3-2i

(é

(1) € %1 (C) est une matrice carrée/ligne/colonne

€ 3, (C) est une matrice colonne

€ - (R) est une matrice carrée (d’ordre 2)

as Définition (matrice nulle).

La matrice de .4, ,(IK) dont tous les coefficients sont nuls est appelée matrice nulle de 4, , (IK)
et notée O,,, (ou O, si n = p ou encore 0 lorsque le contexte est clair).

Exemple.

00
=[5 o

as Définition (matrice identité).

Soit n € N*. On appelle matrice identité d'ordre n (on encore matrice unité d’'ordre n), notée I,
la matrice de .4, (KK) (donc c’est une matrice carrée) dont les coefficients sont nuls sauf ceux
de la diagonale qui valent tous 1 :

1 0 (0)
1
I,= € Mp(K)
(0) 1
Exemple.

1 00
12:((1) (1))et13— 010
0 01

2. Opérations

as Définition (somme de matrices).

Soient A= (a; j)1<;j<nB = bi,j)1<i<n € Mnp(K). La somme de ces deux matrices, notée A+ B
1<sjsp 1<sjsp

est la matrice de ./, ,(IK) définie par
A+B=(a;j+bij)i<i<n€ MnpK)

I<js<p

(on somme «coefficient par coefficient»)

@ Attention.

On ne peut sommer que des matrices de méme taille (i.e. ayant le méme nombre
de lignes et le méme nombre de colonnes)!

En particulier, on veillera a ne pas additionner des matrices et des scalaires (i.e. des
réels ou des complexes).

Exemple.
. 1 4 1 0 2 2 -1 0
= = 2 =
Soient A (3 2),3 (_1 9 3)etC (0 5 _2).
On peut alors calculer B+ C ou C+ B mais pas A+Bni A+C:
B+c=[> 7! %—C+Beﬂ (R)
-1 7 17 23

6/15

am Définition (multiplication externe).

Soient A= (a; j)1<;<n € Mnp(K) et A € K. On note 1.A (ou A A) la matrice de .4, ,(K) définie

I<jsp
par

/I.A:(/lxai,j)lsisn

1<sjsp

(tous les coefficients de A sont multipliés par 1)

Remarque.

On note les scalaires a gauche et les matrices a droite.
Il faut bien respecter cette convention!

| Exemple.



mpsi 2026-27

complexes/matrices

0 1
SiA=|[-2i 2|es,(C).Alors:
-1 3
0o 2 0 -1 0 i
2.A=|—-4i 4|eds,(C) -1.A=2i -2|=-Acts,(C) et iL.A=|2 2i|et,(C)
-2 6 1 -3 —-i 3i

On résume les opérations précédentes par :

& Théoreme (stabilité par combinaison linéaire).
M, p(K) est stable par combinaisons lin€aires, c’est-a-dire :

VABEMyp(K), Va,BeK,  a.A+B.Be My (K

Exemple.
. 2 10 01 -1
SmentA—(_1 4 2),3—(1 0 _2),a—2et[3——3.Alors.
2 A—3.B = 2x2-3x0 2x1-3x1 2x0-3x(-1)} (4 -1 3
’ T 2x(-1)-3x1 2x4-3x0 2x2-3x(-2))] |\-5 8 10

am Définition (produit matriciel).

Soient A= (a;,j)1<i<n € MnpIK), B=(b;j)1<;i<, € Mp¢K). Le produit de Apar B estla matrice
1<jsp 1<js<gqg
de ./, 4(K), notée AB (ou explicitement A x B), définie par

p
AB=(Ci,j)1<i<n ou Ci,j= Y Qikbkj=ai1bij+ai2bsj+-+aipbp,
1sjsgq k=1

(attention, ce n’est PAS le produit «coefficient par coefficient»)

Remarque.

1. Hiérarchisons les apprentissages :
— Il faut avant tout savoir faire le produit «concret» de deux matrices (exemples a la
suite).
— Il est indispensable (a court terme) de connaitre et de savoir manipuler la formule
générale (avec le symbole Y et les indices i, j, k). Cette formule sert beaucoup dans
les preuves qui vont suivre et dans les exercices un peu théoriques.

C’est un attendu du programme.

2. Le produit de deux matrices n’est bien défini que si le nombre de colonnes de A est le
meéme que le nombre de lignes de B. On dit alors que A et B sont de tailles compatibles.
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3. Le produit d'une matrices ligne a p colonnes par une matrice colonne a p lignes est

une matrices carrée d’ordre 1 :

y1
Y2 P
(x1 x2 - xp)|". :(x1y1+xzyz+---+xpyp)=(Zxkyk)
: k=1
Yp

On peut, de ce point de vue, interpréter le produit matriciel AB comme étantla matrice
C dont le coefficient de la ligne i et colonne j est obtenu en multipliant la ligne i de A

par la colonne j de B.

4. Le produit d'une matrice quelconque par une matrice colonne est une matrice co-

lonne:

p
Z“LJXJ
j=1

a a2 0 dip\ (X1 p

a1 Az o azp || X2 Z“Z,J'xj

. . . =1Jj=1

an1 Aapp2 - an,p xp p
Z“'wxj
j=1

On peut, de ce point de vue, interpréter le produit matriciel AB comme étant la matrice

C dont les colonnes sont obtenues en multipliant A par les colonnes de B.

@ Attention.

Linterprétation principale a retenir est que le résultat du produit matriciel d'une
matrice quelconque A par une matrice colonne X donne une matrice colonne qui
est combinaison linéaire des colonnes de A, les coefficients de cette combinaison
linéaire étant les coefficients de X.

Exemple.
2 3 4 1
1. Soient A=(1 0 -1|es(R)etB=|-1]|et;,(R).Alors:
2 2 1 2
=B
——
1
-1
2
2 3 4 2—-3+8 7
1 0 -1 1+0-2 =|-1 =AB
2 2 1 2—2+2 2
—A -AB

Mais, BAn’apas de sens (B a 1 colonne, A a 3 lignes).
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[ N s . / o A, (K) existent, sont de méme taille, mais ne sont pas égales.
Notons, conformément a la derniere remarque, que la matrice colonne | —1 | est combinai- . , y o e , .
9 On retiendra donc que 'ordre de I'écriture d’un produit est fondamental!
son linéaire des colonnes de A : 2. On peut avoir AB =0 sans que A ou B soit nulle. En effet :
7 2 3 4 =B#0
—-1|=1|1]-1[0|+2]|-1 1 0
2 2 2 1 -1 -1
0 1
2101 1 2 3 1 1 1 0 0
2. Soient A=|0 1 0 3|e.54(R) etB:(O ) 2)<—:/%2,3(1R).Alors: 1 11 00
1 011 — ~——
= A#0 =AB
2114
oo 1 0 1\ 3. On ne peut pas simplifier (en général) I'égalité AB = AC par A. En effet, soient
11 1 0 2 2
0 1 0 3 A= , B = etC= alors
1 0 1 1 11 -1 -1 -2 -3
1 2 3 2+0+3 1+2+0 0+0+3 1+6+3) (5 3 3 10 _BA
012 |0+0+2 0+1+0 0+0+2 0+3+2) |2 1 2 5) ~ B = (0 ‘1) _ AC  mais B#C
b ~ /N e g (calculs) \O  —1) (calculs)

Mais, AB n’a pas de sens (A a 4 colonnes, B a 2 lignes).

1 0 i
3. Soient A=(1 1+i 3)es3(C)etB=|0 1 2|e.s3C).Alors:
-1 0 0
1 0 i
0 1 2
-1 0 0
(I 1+i 3) (140-3 O0+1+i+0 i+2+2i+0) =(-2 1+i 2+3i) =AB
Mais, BA n’a pas de sens (B a 3 colonnes, A a 1 ligne).
-1 00 4 0 O -4 0 O
4. Soient A=| 0 2 0|etB=|0 -1 0}, alorsoncalcule AB=| 0 -2 0]|=BA.Onretien-
0 0 2 0 0 3 0 0 6

dra que de facon générale, le produit de deux matrices diagonale est la matrice diagonale
dont les coefficients diagonaux sont les produits des coefficients diagonaux des deux ma-
trices, de plus le produit de ces matrices commute.

@ Attention.

1. Sin=2o0u p=2,leproduit AB ne commute pas (en général)! En effet :
— si Ae My, p(K) et Be 4, ,(K) avec n # g, alors AB existe mais pas BA, donc
A et B ne commutent pas!
1 0
) et B=|-1 -1|alors AB e />, (K) et BA € /;(K) existent
0 1
mais ne peuvent étre égales car pas de méme taille!

. 1 1 1 1 3 -1 2 2
—51A_(1 1) etB_(2 _2) alorsAB_(3 _1)6%2(11{) etBA_(O O)E

1 11

—81A:(1 11

& Proposition (élément neutre pour le produit matriciel).

Pour tout Ae 4, ,(K), Al,=Aet I, A= A.

am Définition (transposée d’une matrice).

Soit A € My, ,(K), notée A = (a;,j),<i<,. On appelle transposée de A, notée AT, la matrice de
1<js<p

My n(IK) définie par

T N
A :(bi,j)lsis;y ou

1<jsn

ViE[[l,p]], Vjell, n], b,-,j:aj,i

Remarque.

— On rencontrera parfois la notation ‘A a la place de A" pour désigner la transposée de
A.

— En pratique la transposition échange les lignes d’'une matrice avec ses colonnes : la
ligne i devient la colonne i (et réciproquement).

— Si A est une matrice carrée, les coefficients diagonaux de A sont inchangés lorsqu’on
transpose A: A et AT ont les mémes coefficients diagonaux.

| Exemple.

8/15



mpsi 2026-27

complexes/matrices

1 2
A=3 4|etz,®R) AT:(l 33

2 4 6

venue la deuxieme ligne de AT)

) € M>3(R)

(la premiere colonne de A est devenue la premiere ligne de AT, la deuxieme colonne de A est de-

et
i o 1 i 2 3
B=|[2 3+2i 2|e5QO) — B'=|0 3+2i -1|e€.;(T)
I -1 4 1 2 4
& Proposition (linéarité de la transposition).
Soient A, B € 4, ,(K) et A € K. Alors :
e (A+B)T=AT+B"
e LAT=1AT
ce qui se résume par :
VA BeMy,K), Va,feK, (@.A+B.B) =a.A" +B.BT

= Proposition (la transposition est une involution).

Soit A€ .4, ,(K). Alors (AT)T = A.

& Proposition (transposition d’'un produit).
Soient A€ 4, ,(K), B € M) q4(K). Alors

(AB)T=BTAT

3. Puissances de matrices

@ Attention.

(on change I'ordre du produit!)

Dans cette partie, les matrices sont carrées : il n’est pas envisageable de parler de

puissances de matrices non carrées!
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am Définition (puissances de matrices).
Soit A € 4, (K). On peut définir les puissances de la matrice A par récurrence en posant :

A=1, et VneN, A"l1=AA4"=A"A

Exemple.
On calcule successivement(retenir la présentation pour les calculs pratiques des puissances!) :

=A =A

—_——tN—— ——t——
1+4i 1 0 1+4i 1 0
0 2 i 0 2 i
-1 0 1 -1 0 1
1+1 1 0 20 3+1 1 -24+1i 6441 -1+4i
0 2 1) ( —i 4 31) (1—4i 8—1i 7i
-1 01 -2-1i -1 1 -2-3i -4-i 1-i
=A —A2 -3
donc
1+4i 1 0 21 341 i -24+1i 644 -1+4i
A=l 0 2 i|, A*=| -i 4 3i|, A=[1-4 8-i 7
-1 01 -2-i -1 1 -2-3i -4-i 1-i
@ Attention.
Il est généralement difficile de calculer AP ou A est une matrice carrée:iln’y apasde
formule générale ni de méthode universelle pour une matrice carrée quelconque!
Selon la situation, on pourra calculer les puissances d'une matrice A € .4, (K) :

— si la matrice A est diagonale (c’est-a-dire que tous les coefficients de A en
dehors de la diagonale sont nuls), en élevant ses coefficients diagonaux a la
puissance demandée (les autres coefficients restant nuls);

— sil’on observe une relation de récurrence permettant le passage de AP a AP*1,
en émettant une conjecture que 'on démontre par récurrence;

— sil’on peut écrire A= B+ C ol BC = CB, en utilisant la formule du biné6me de
Newton si I'on sait calculer «facilement» les puissances de B et de C : cette
méthode sera introduite et détaillée dans le cours de 'année;

— sil’on connait un polyndme annulateur P de A, en utilisant la division eucli-
dienne de X” par P, cette méthode sera introduite dans un futur chapitre sur
les polyndomes.

Exemple.
- 0 0\" (-D" 0 0
— Pourtoutn=1,| 0 2 0| = 0 2" 0].
0 00 0 0 0

— Pourtout pe N*, IV = 1,, et OF = O,,.
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Exemple.

On note J, la matrice de .#,,(IK) dont tous les coefficients sont égauxal: J, =|: (1) Cal-

culer J2 puis en déduire J,, pour pe N.

Solution.

On calcule J2 = nJ,.

On conjecture : Vpe N*, JF =nP71,.

On le démontre par récurrence. Pour tout p € N*, on note .7, : Jh =npP1y,.

> On a démontré 4.

> Soit p € N*. On suppose que 7, est vraie. Par hypothese de récurrence on a JI, = n?~!J,. Ainsi

+1 -1 -172 -1 +1-1
Z :]Z]n:np ]n]n:np ]n:np Xn]n:np ]n

donc ./, est vraie, ce qui acheve la récurrence.

Attention la formule n’est pas valable si p=0:J% =1, # n"1J,,.

4. Matrices inversibles

@ Attention.

Dans cette partie, les matrices sont carrées : il n’est pas envisageable de parler d’'in-
verse de matrices non carrées!

am Définition (matrice inversible).

Soit A€ 4, (K). On dit que A est inversible s'il existe B € ./, (K) telle que AB =1, ET BA=1I,.
Si B existe, alors B est unique et est appelé inverse de A. Onlanote B= A"
Lensemble des matrices carrées inversibles de .4, (K) est noté GL,,(IK).

@ Attention.

1. Celan’apasde sens de parler de I'inversibilité d'une matrice qui n’est pas car-
rée!

2. Ne jamais noter % ala place de A, cela n’a aucun sens.

Exemple.

1

asf?

i) e ./, (R) est inversible d’inverse B = (1 -1

0 1 )E./%z(]R) car AB=1, et BA=I,.

0 I+i
2 o=(0 1]
niere ligne de CM est nulle :

b

, . . : a
) € > (C) n'est pas inversible car pour toute matrice M = (C d

) € 4 (C), la der-

0 1+i\fa b * %
om=lo SE a6 o)
Ainsi il n’existe pas de B € ./, (IK) telle que CB = BC = I, et C n’est pas inversible.
(on note = des coefficients de matrices que I’on ne calcule pas pour gagner du temps.)

& Proposition (inversibilité des matrices diagonales).

Soit D € ./, (K) une matrice diagonale. D est inversible si et seulement si tous ses coefficients
diagonaux sont non nuls.

Exemple.
2 0 0 3 0 0 100

D;=|0 -3 0 estinversibled’inverseDl‘l: 0 —% 0|, maisD,=|0 0 O0]n’estpasinversible.
0 0 1 0 0 4 00 2
@ Attention.

En dehors du cas particulier des matrices diagonales, il n’est généralement pas pos-
sible de déterminer I'inversibilité et calculer I'inverse le cas échéant d'une matrice
carrée quelconque.

Nous verrons dans le cours de ’année une méthode pratique pour répondre a cette
question en toute généralité.

L'exercice suivant présente une situation o1 I'on peut tester simplement l'inversibilité d'une ma-
trice.

Exemple.
-3 4 2
Soit M=|[-2 3 1|e.3(R).Calculer M?+ M - 213, en déduire que M est inversible et expliciter
2 -2 0
son inverse.
Solution.
Ona:
-3 4 2\(-3 4 2 5 -4 =2
M>=|-2 3 1||[-2 3 1|=[2 -1 -1
2 -2 0 2 =20 -2 2 2
d’ol1'on déduit
5-3-2 —-4+4 —-2+2 0 0O
M?+M-2;=| 2-2 -143-2 -1+1|=]0 0 0
—2+4+2 2-2 2+0-2 0 0O

10/15
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Ainsi,

1 1
M2+M—213203<:>M2+M:213<:>E(M+13)M213<:>M(E(M+Ig) =13

d’ot1]’'on déduit que M est inversible d’inverse % (M + I3).
On calcule précisément :

=3+1 4 2
1(M+13): é é z = :i 3 1=M_1
2 :o2 1) (3 4 1

2 2 2 2

Attention cependant a rester conscient qu’en général on ne trouvera pas facilement une relation
entre les puissances de la matrice! cette méthode n’est pas utilisable en toute généralité.

11/15

5. Exercices

? Exercice 5.

1. Soient:
1 3 1 O 1 -3 7 1 0 -2 i
a=(h3) e={ho) b3l (45T

Calculer les produits matriciels AB, AC et AD.

2. Soient :
1 2 3 1 2 -2 3 01 0 1 2
A= -1 2 B=|3 4 C=|-1 2 0 1 D=|-1 0 -2
0O 1 -2 0 0 -1 0 0 2 0 -2 1
Calculer les produits matriciels AB, AC et AD.
3. Soient:
_11 _12 3 1 2 1 1 2 -1 -20
A= 0 0 0 B=|3 4 C=| 2 D=]0 1 1 1 O
1 11 0 1 -1 -1 -2 3 -4 0

Calculer les produits matriciels AB, AC et AD.

4. Calculer, lorsque cela est possible, les produits AB et BA.

3 0 1 2 1
(@ A= etB=[0 -1 (b) A=(-2 1 7)etB=|0
1 -2
5 8 5
(51 T (4 3 (4 -3
(c) A= - _2) etB=A (d) A_(S 4)etB—(_5 4)
21 0 3 -1 -2 i 1 —i -
(e) A=|1 1 2 |etB=|-3 2 4 ) A=11 -2 i |etB=A
1 1 -1 0 1 -1 2 0 1+i
? Exercice 6.
1 0 O
Soit A=[6 -5 6].
3 -3 4
1 0 0
1. Montrer que pour tout entier n € N, il existeunréel a, telque: A" = | 2a, 1-2a, 2a,

2. Montrer que la suite (a,) est arithmético-géométrique, en déduire son terme général
puis I'expression de A” en fonction de n.
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? Exercice 7.

SoitA:(
C

a b

d) € 4> (K). On note tr(A) = a+d sa trace et det(A) = ad — bc son déterminant.

Démontrer que A% —tr(A)A+det(A) I, = 0 (la matrice nulle).

? Exercice 8.

1.

Trouver deux matrices A, B € .#,(K) non nulles telles que AB = O, (matrices que 'on
choisira différentes des exemples de la partie cours).

. Trouver trois matrices A, B, C € .4, (KK) non nulles telles que AB = AC mais B # C (matrices

que I'on choisira différentes des exemples de la partie cours).

Soient A, B € ./, (IK) deux matrices non nulles. On suppose que AB = O,,. Montrer que ni
A ni B ne peuvent étre inversibles.

d
Soient A € /,(K) et ay,...,aq € K tels que ay # 0. On suppose que ) arAF = 0. Montrer
k=0
que A est inversible et déterminer I'inverse de A.

Soit A € My p(R). On suppose que AAT = O,. En regardant les coefficients diagonaux de
AAT, montrer que A=0.

Soit A€ 4y, ,(C). On suppose que AR = O,. Montrer que A=0.

(par définition, la matrice A est la matrice dont les coefficients sont les conjugués des

. =T Lo R : .
coefficients de A, ainsi A estla«transconjuguée», obtenue a partir de A en la conjuguant
et en la transposant.)

12/15
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III. Solutions des exercices

Solution de 1.

1. —-6+17i
447i
2. 43
-8+ 15i
3 —
18
4. 2i
5. 2+2i
5
6. —i
12
7. —119-120i
8. 2(-7+19i)
9. 1+i
10. 5+i3V3

Solution de 2.

42"
Zeii'[
zeiﬂ/z

ze—iﬂ/ﬁ

2\/§eiﬂ/6

SO

Solution de 3.

1. z; =10e77'6 donc |z, | = 10 et arg(z;) = —57/6 [27].

division euclidienne de 1316 par 24

Ainsi

— sin=018], |z5| = 2™/2 etargzs =0[27]

— sin=+1[8], |z5| =2""V/2 et arg(zs) = 0[27]
— Sin=+2[8],z5=0

— sin=+3[8], |z5| =2 V2 et arg(zs) = 7w [271]
— sin=4[8], |z5| =2"2 et arg(zs) = m [27].

—N—
2 zp= (L i) )188 _ 94 4i1316m/12 _ o0 i —24X54+20 on 04 isaxon yisni3 _ 994 yisni3,
V2 e <
>0
Ainsi |z;| = 29 et arg(z,) = 57/3 [27].
3 g LF e? @049 p20080/2) 1 g
' 1—e 0 ¢-i0/2(pi0/2 _ p-i0/2) 2isin(0/2) tan(0/2)
Ainsi si 0 €] — 0], tan(0/2) < 0 donc |z3| = ng et arg(z3) = 0 + /2 [2x]; si 0 €]0,x[, tan(0/2) > 0 donc
|z3| = m etarg(zz) =0 —-mn/2[2m].
4. Z4 = —COS}‘(C!) ei”“.
Comme a €] —n/2,71/2[, cos™ (@) >0 donc |z4| = m etarg = na [27].
5. z5=2Re((1+0)") =2Re((v2e"/*)") = 2Re (2"/2¢!""4),
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6. On reconnait zg = 2cos(/8) + 2sin(x/8) donc | zg| = 2 et arg(zg) = /8 [27].

Solution de 4.

Meéthode : pour calculer z"* avec z un complexe et n un entier, on déterminer le module de z, que l'on note r >0
et on recherche l'argument de z/r en reconnaissant des valeurs particulieres de trigonométrie.

; , / . 3 1 o A
1. Soitz =3 +i. Alors |zl = \/ V3" +1=2 puis z/2 = % T cos(7r/6) +isin(r/6) = e”'®,
Finalement :
(V3 +1)2021 = 2021 5i(n/6)x2021

Il s'agit de déterminer la valeur n x 2021/6 modulo 2. On écrit : w x 2021/6 = 27 x 2021/12 et on effec-
tue la division euclidienne de 2021 par 12 (comme en primaire). On obtient : 2021 = 12 x 168 + 5 donc
finalement :

(\/§+i)2021 — 22021 elZT[leB elZT[xS/lZ

—_— ——
=1 isnse— —\/2§+i

= (forme exponentielle)

= ’ —V/3 x 22020 1 j x 22020 ‘ (forme algébrique)

2. On peut calculer module et argument du dénominateur et du numeérateur, puis considérer le quotient
de ces complexes sous forme trigonométrique, mais on voit assez vite que les arguments de ces complexes
ne sont pas simples a calculer.

+i

On va donc d’abord écrire z = : sous forme algébrique en multipliant son dénominateur par l'ex-

pression conjuguée : -
9+i  (9+D(B+4i) (45-4)+i(B6+5)

= = 1+
5—-4i (5—-4i)(5+4i) 25+16
On calcule : |1 +il = V1+1= V2 puis \/% +i\/i:Z = cos(/4) +isin(r/4) = ¢4
Donc :
( 9 +i‘)5 = (1+1)° = V2 el/4x5
5—4i

= (forme exponentielle)
= (forme algébrique)

(en remarquant que cos(5m/4) = —1/v/2 et sin(5/4) = —1/v/2.)

3. Ici C’est le contraire, les modules et arguments des numérateurs et dénominateurs sont plus simples a
calculer. Soit on applique la méthode précédente (calculs des modules/arguments), soit on transforme
directement les complexes concernés (c’est plus rapide mais nécessite du recul) :

1 3 .
1+i\/§:2(5+i§) =23

et

Ainsi :

. 30 ; 30
/3
1+iv3|™ _( 2¢” _ (272 30 15 i2xmx105/12
1—i “\2e-ina) 2e =27e

—1 2e”
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Solution de 5.

1.

2.

3.

140 = oi0/2 (e—ie/z " eia/z) = 2cos(0/2)e?’?
Ainsi :

n

1+ 0" = (2cos(0/2)ei‘”2) = 2" cos"(0)/2) 02

= ’ 2" cos™(0/2) cos(nB/2) +i2" cos” (6/2)sin(nf/2) | (forme algébrique)

On ne donne pas la forme exponentielle car le signe de 2" cos"(0/2) dépend de la parité de n et de 0
modulo n, la distinction de cas est lourde et peu intéressante.

-2 0 1 -9 19 1-3i 9 -2 3+i
_AB_(—3 0) —AC=10 o —AD=11122i 6 2 2-i
7 10 -7 7 0 9 -2 -5 1

— AB=[-3 -4 — AC=|-1 -2 0 3 — AD=[1 -4 4
3 4 1 2 0 -3 -1 4 -4
-5 -3 -6 -2 -6 6 -16 0
2 2 1 -1 -1 2 3 0
—AB=1y 0 — AC=1 — A=y 0 0 0 o
4 7 2 0 1 3 -5 0
(@)
5 —4
AB impossible BA=|-1 2
23 -16
(b)
-2 1 7
AB = (33) BA=[ 0 0 0
-10 5 35
(©)
26 3 26 3
AB—(3 5) BA—(3 5)
(d)
1 0 1 0
AB_(O 1) BA (0 1)
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On effectue la division euclidienne de 105 par 12 : 105 =812 +9 (e)
Ainsi : 3 038 [
AB=|0 3 4 BA=]0 3 O
. /=130
(1 +1\/§) _ 915 5218 Hi2wx9/12 007 003
—
1-1 =1 —eidm/2—_j (f)
i 3 -3+i -1+i 6 -2-i 1+43i
_| 15 ,i37/2 :
= (forme exponentielle) aB=|-3-i & 34 BA=|-2+1 5 _ai
= (forme algébrique) -1-i 3-i 6 1-3i  3i 4
4. Ici, c’est plutot la technique de l'angle moitié qui est attendue :
Solution de 6.

1. On procede par récurrence. Pour tout n € N, on note #, : il existe a, € R tel que A" =

1 0 0
2a, 1-2a, 2a,
an —ap a,+1

e Pour n=0, avec ag =0 il vient :

1 0 0 1 00
2a0 1-2ay 2ay |=|0 1 0|l=55=A°
ao —ap ap+1 0 01

donc J6, est démontrée.
« Soit n € N. On suppose que ¢, est vraie. Par hypothese de récurrence, il existe a, € R tel que A" =

1 0 0
2a, 1-2a, 2a, |, ainsi:
ap —ay ap+1
1 0 0 1 0 O 1 0 0
Al =A"A=|2a, 1-2a, 2a, 6 -5 6|=|—-4a,+6 4a,-5 -4a,+6
an —ay a,+1)\a3 -3 4 -2a,+3 2a,—-3 -2a,+4
1 0 0
=|2(-2a,+3) 1-2(-2a,+3) 2(-2a,+3)
—-2a,+3 —(—2a,+3) (—2a,+3)+1

si bien qu’'en posant a,., = —2a, +3 € R, on a montré #,., ce qui achéve la récurrence.
2. On reconnait une suite arithmético-géométrique. Le plan d’étude (a connaitre) est le suivant :
> On déterminer le «point fixe» en résolvant :

c=-2c+3<=c=1
> On introduit une suite auxiliaire géométrique :

anp+1=—-2a,+3

V”dN'{ 1=—2x1+3

donc VneN, (ae1-1) =-2(a,-1)
La suite (a, — 1) est géométrique de raison —2, son terme général est donné par :
VneN, a,—1=(-2)"(a-1)=-(-2)"

> Conclusion:¥YneN, a,=1-(-2)".
3. On en déduit finalement

1 0 0
vneN, A"=|2-(=2)"! (—2)"*1_1 2-(-2)"*!
1-(=2)" (=2)"-1 2—(-2)"
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Solution de 7.
On calcule :

2 a’+bc bla+d)
cla+d) bc+d?

si bien que

a?+bc—(a+d)a+ad-bc

) ) b(a+d)-(a+d)b _(00
A —tr(A)A"'det(A)IZ_( c(a+d)—(a+d)6‘ )_( )

bc+d?—(a+d)d+ ad - bc 00

Solution de 8.

1 0 0 0 e 0 0
1. OnproposeA—(1 O)etB—(l 1)etonvertﬁeqz,teAB—(0 0).

1 0 0 o0 0
2. OnproposeA=(1 O)’B:(l 1)el‘C=(

peut pas simplifier par A!

0 e .
9 _3), on vérifie que AB = O, et AC = O, mais B # C : on ne

3. On suppose que AB = O,. On suppose par l'absurde que A est inversible, alors en multipliant I'égalité a
gauche par A7 il vient : A"V AB = A™'0,, donc comme A™' A= I, et que le produit d’'une matrice par la
matrice nulle est la matrice nulle : I, B = O,, donc B = O, ce qui est absurde.

On procede de méme en supposant par l'absurde B inversible, il s'agit alors de multiplier par B~ a
droite.

4. Puisque ag # 0 on peut isoler le terme ag A° = ayI,, dans la somme, le passer au second membre et diviser
par —ay, ce qui donne:

1 ¢ k 1 ¢ k-1 1 ¢ k-1
In=——) arA"=A|-— ) arA =-— ) atA" | A
ap (= ao -1 ao k=1
1 d
oit B=-— Y arA¥"! définit bien une matrice puisque pour tout k € [1,d], k—1> 0, ce qui donne une

ao =1
combinaison linéaire de puissances entieres positives de la matrice A.

On a donc trouvé B € ,(K) telle que AB = BA = I, : la matrice A est inversible d'inverse B =
1 4

-— Z (lkAk_l.
A =1

5. On note A= (a; j)1<i<n €t A" = (@i j)1<i<p, OU pour tout (i, j) € [1,p] x [1,nl, @ ; = a;,; par définition de
Isjsp 1<js<n

la transposée. Par définition du produit matriciel, en notant AAT = (c;, i<ij<n’
) P P
Y@, ell,nl®, cij=) a; kag,j = > a;kajk
k=1 k=1

En particulier si AAT =0, ona
p
Vie[l,nl,0=c;;= ) a:,
k=1~
>0

Or une somme de réels positifs ou nuls est nulle si et seulement si tous les termes de la somme sont nuls,
sibien quelona:
Vie[l,n], Vke|[1,p], ai,=0donc a;;=0

Ceci traduit le fait que A= Oy, p.
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6. On note A= (a; j)1<i<n €t A = (@i j)1<i<p, OU pour tout (i, j) € [1,p| x [1,nl, a;,; = a;,; par définition de
Isjsp 1<j<n

L o . .. —T
la transconjuguée. Par définition du produit matriciel, en notant AA = (c; j)i<i,j<n *
) P P _
V(i,j)ell,n]”, ¢ j= > a; kag,j = > a;kaj k
k=1 k=1

. . . =T
En particulier si AA =0, o0na

p
Vie[l,n],0=c;;= Z |“i,k|2
kzlj;)_/

Or une somme de réels positifs ou nuls est nulle si et seulement si tous les termes de la somme sont nuls,
sibien quelona:
Viell,nl, Vke[1,p], |al~_k|2 =0donca; ;=0

Ceci traduit le fait que A= Oy, ,.
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