Transition lycée-prépa

Contexte.

Ce document (et les autres annexes) sert de transition entre le lycée et la classe préparatoire. Il a
pour but de faciliter la rentrée, de vous permettre de combler d’éventuelles lacunes, et d’arriver déja
«échauffé », afin d’aborder dans de bonnes conditions le rythme soutenu d'une classe préparatoire.

Les rappels de cours, méthodes et exercices proposés ne couvrent pas la totalité des programmes de
premiere et de terminale, mais sont destinés a renforcer et a compléter vos capacités calculatoires et
logiques. Celles-ci sont le socle sur lequel vous devrez vous appuyer. Les attentes dans ces domaines
sont en effet bien plus grandes en classe préparatoire qu’au lycée.

Les exercices sont corrigés, certains sont également accompagnés de rappels de cours, de méthodes,
et de conseils :
— Il estimportant de bien maitriser toutes les méthodes rappelées dans ce document.
— Il est recommandé de chercher tous les exercices, d’abord sans regarder la correction.
— 1l faut ensuite bien comprendre la correction, et savoir refaire I’exercice rapidement sans la
consulter.

Il sera nécessaire de se remettre au travail au moins deux semaines avant la rentrée. Il peut étre
pertinent d’élargir cette période de travail a 3 ou 4 semaines réparties dans I'été.

Contenu, mode d’emploi.

Le document est divisé en chapitres :
[. Calcul algébrique.

II. Etude de fonctions.
III. Solutions des exercices.
et vous trouverez sur le site de la classe des documents annexes :
« Nombres complexes et matrices.
» Raisonner-rédiger.
 QOutils mathématiques pour les sciences.
 Cahier de calcul.

Le premier chapitre doit étre travaillé avec sérieux : bien que vous soyez convaincus que vous savez
déja tres bien tout ce qui figure dans cette partie, et que c’est «facile», les points abordés sont sources
d’erreurs fréquentes encore longtemps apres la rentrée.

J'insiste particulierement sur la rédaction des récurrences, et je renvoie au document «Raisonner-
rédiger» en annexe pour comprendre la nécessité d'une rédaction plus rigoureuse que celle géné-
ralement enseignée au lycée.

Le second chapitre est le plus important : c’est le domaine des mathématiques ou I'écart entre la
formation du lycée et les attendus de la prépa est le plus grand. Nous consacrerons un chapitre aux
études de fonctions mais cela sera trop court compte-tenu du manque de pratique que vous avez :
entrainez-vous des maintenant!

Les interrogations au premier semestre porteront essentiellement sur les notions abordées dans ce
document : en particulier il est nécessaire d’étre capable de tracer rapidement, correctement, et
soigneusement, le graphe d’'une fonction usuelle.

La derniere partie est relative aux corrigés des exercices, vous y trouverez stirement des erreurs
(plus ou moins graves) : merci des les recenser et de mes les indiquer a la rentrée (par retour direct
ou par mail).

Lannexe «Nombres complexes, matrices» est optionnel, il n’est nécessaire que si vous n’avez pas
suivi I’option maths expertes : les preuves ne sont pas données, mais les énoncés vus en maths ex-
pertes et utiles en prépay figurent, le but étant de manipuler un peu ces nouveaux objets avant qu'’il
ne soient réintroduits dans le cours de sup (autrement dit vous n’avez rien manqué d’irrattrapable
si vous n’avez pas suivi maths expertes!).

Lannexe «Raisonner-rédiger», bien plus exigeant a lire et a assimiler, fixe les bonnes regles de ré-
daction et énumere les principaux types de raisonnements mathématiques : c’est un chapitre que
vous aurez intérét a relire plusieurs fois dans I’année.

Lannexe «Outils mathématiques pour les sciences» est a travailler, si possible des cet été, sinon a
larentrée : ony trouve des rappels ou des définitions, sans démonstration, concernant les produits
scalaires, les produits vectoriels, les équations différentielles et les développements limités. Ces no-
tions seront introduites de facon plus générale dans le cours de maths, mais trop tard dans ’année,
alors qu’elles sont nécessaires en physique et en SII. L'objectif est juste de savoir les manipuler pour
mieux suivre les cours de physique et de SII.

Lannexe «Cahier de calcul» se travaille tout au long de I'année, en complément des fiches d’exer-
cices, mais certaines fiches sont abordables dés maintenant.
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|. Calcul algébrique

1.

Regles de priorités des opérations

r

Dans une expression numérique comportant ou non des parentheses, on effectue les calculs
dans I'ordre suivant :
— en premier les calculs écrits entre parentheses, en commencant par les parentheses les
plus intérieures,
— ensuite les puissances et les factorielles (méme niveau de priorité), en faisant les calculs
dans |'ordre de la gauche vers la droite,
— ensuite les multiplications et les divisions (méme niveau de priorité), en faisant les cal-
culs dans I'ordre de la gauche vers la droite,
— enfin les additions et les soustractions.

~N

? Exercice 1.

Répondre par Vrai ou Faux.
o 4x—x*=4x(1-x?)
(-1)3+4-3x2=-3
(-D*+2x3/2+1=3
1-(-1)"=2

2x4% =64
3x22+@B-(-1% =14
2n!=(2n)!

@ Attention.

Les parenthéses ne sont pas des objets décoratifs : Ecrire —1” au lieu de (—1)" est
une erreur, écrire 2n! au lieu de (2n)! est une erreur. Soyez rigoureux!

2. Racine carrée et valeur absolue

On rappelle la définition de la racine carrée d'un réel positif ou nul :

( )
Soit a un réel positif ou nul. Il existe un unique réel positif ou nul x tel que x> = a; on le note
va.

En particulier, I'équation x? = a d'inconnue a€ R :
— admet exactement deux solutions réelles opposées si a > 0, ce sont x = y/a > 0 et
x=-va<Qo;
— admet exactement une solution si a =0, c’est x =0;
— n’a pas de solution réelle si a < 0.

|\ J

On rappelle la définition de la valeur absolue d'un réel :

X six=0

Soit x un réel. La valeur absolue de x, notée | x| est définie par : |x| = { Y sir<0

En particulier, la valeur absolue d’un réel est positive ou nulle.

Le résultat de I'’exercice suivant est a connaitre absolument.

? Exercice 2.

Soit x un réel. Alors v x2 = |x|.

3. Trigonométrie

a) Sinus et Cosinus

Les fonctions sinus et cosinus seront revues en premiere période. En attendant, on rappelle ci-
dessous les principales formules trigonométriques a connaitre :
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V x e R, sin®(x) + cos?(x) = 1

e Ya,beR, sin(a+ b) =sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
e Ya,be R, sin(a— b) =sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
e Ya,beR, cos(a+ b) =cos(a)cos(b) —sin(a) sin(b)
e Ya,beR, cos(a—b) =cos(a)cos(b) +sin(a) sin(b)
e VxeRR, sin(2x) = 2sin(x) cos(x)

e VxeRR, cos(2x) = cosz(x) - sinz(x) = 2COSZ()C) -1=1- ZSinZ(x)

1+ cos(2x
e VxelR, cosz(x):—z( )
1—-cos(2x
e VxelR, sin%x)z%

e VYxeR, cos(x+m) =—cos(x), sin(x+m) = —sin(x)

VxeR, cos(m/2—x) =sin(x), sin(m/2 — x) = cos(x)

Rappel des valeurs remarquables :

e sin(0) =0, sin(x/6) =1/2, sin(n/4) = \/5/2, sin(m/3) = \/§/2, sin(w/2) =1, sin(mw) = 0.

Les autres valeurs remarquables se retrouvent a ’aide d'un cercle trigonométrique ou a I’aide des
symétries de sin.

W

e cos(0) =1, cos(/6) =v/3/2, cos(m/4) = v/2/2, cos(m/3) =1/2, cos(/2) =0, cos(rn) = —1.

Les autres valeurs remarquables se retrouvent a I’aide d'un cercle trigonométrique ou a I'aide des
symétries de cos.

W

b) Tangente

Par définition, pour tout réel x tel que cos(x) # 0, donc tout réel x non égal a 5 aun multiple de =
N s sin(x
pres, on définit tan(x) = W) .
cos(x)

Comme pour les autres fonctions trigonométriques, on reverra ses principales propriétés a 'occa-
sion du chapitre sur les fonctions.

On rappelle quelques valeurs remarquables : tan(0) = 0, tan(zr/6) = v/3/3, tan(n/4) = 1, tan(n/3) = v/3.
Les autres valeurs remarquables se retrouvent a I'aide des symétries de tan.
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? Exercice 3.

Soient a, b € R tels que cos(a), cos(b), cos(a + b) et cos(a — b) ne soient pas nuls.
Démontrer que :

tan(a) + tan(b)
1 —tan(a)tan(b)’
tan(a) —tan(b)

1+ tan(a) tan(b)

1. tan(a+b) =

2. tan(a—b) =

4. Exponentielle et logarithme

On rappelle les principales propriétés des fonctions exponentielles et logarithme :

d
VxeR, —(e)=e* &"=1
dx( )
lim e*=0 et lim e*=+oc0
X——00 X—+00
1
Va,beR, e%P=¢%l e 4=_—_
ea
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.
VxeR:, (@)=L  In@m=0
T dx x

lim In(x) = -0c0 et
x—0"

In(ab) =In(a) +In(b), In(a/b) =In(a) —In(b), In(l/a) = —1In(a)

lim In(x) =400
X—+00
Va,beR},

1
VYaeR},VneN, In(@") =nin(a), In(Va) = > In(a)

VaeR, In(eY) =a VaeR:, "W =g

La fonction logarithme est strictement croissante sur R7.

Attention, bien retenir que In(x) n’existe que si x > 0, mais In(x) peut prendre des valeurs négatives!
Par exemple In(1/2) < 0.

@ Attention.

Il faut bien respecter les notations sur les fonctions (voir le document «Raisonner-
rédiger») : une fonction f se note x — f(x) ou f, mais pas f(x) tout seul (ce dernier
est un réel, pas une fonction, ce n’est pas la méme chose!).

La dérivée de la fonction f est la fonction que I'on note f’, en tant que fonction on
la note x — f’(x) ou f’, mais pas f’(x) tout seul.

Il arrive que I'on souhaite dériver une expression qui dépend de x, dans ce cas si

I'expression s’écrit sous la forme g(x), on écrit d—(g(x)) = .- 'expression dérivée,
x

mais surtout pas (g(x)) =
Cette pratique (éventuelle) du lycée n’est pas rigoureuse, il faut la bannir immédia-

tement et définitivement.

? Exercice 4.

Simplifier les expressions suivantes.
1. In(4);
In(8e);
In(v2);
In(1/2) +1In(2/3) +1n(3/4) +In(4/5) +In(5/6);
In ((3 +2v/2)2926) +1n((3 — 2v/2)20%6).

SN AN

? Exercice 5.
Soit a € R. Pour tout réel strictement positif x, on définit «x puissance a», noté x%, par :

x% = ealn(x)
1. Vérifier que cette définition «prolonge» la définition des puissances entieres, c’est-a-dire
quesia €N, alors x* = x x --- x x, et si @ € Z*, alors x% = ;.
—_—— X
a facteurs

2. Démontrer la généralisation de la formule rappelée en début de paragraphe :

VaeR:, VbeR, In(a’)=bln(a)

3. Démontrer les formules :

b
a —
— = db C, (a

= b) c_ abc

VaeR}, Vb ceR, ala’ = ab**,

4. Déterminer les limites de x* en 0" et en +oo, en distinguantles cas a <0, a=0et a > 0.

5. Vérifier que : ¥V x e RY, & (x%) = ax®1.

5. Etablir une inégalité

a) Rappels

« Onrappelle les regles de signes suivantes :

| Signe de a | Signe de b || Signe de a x b | Signe de a/b | Signede a+b |

+ + + + +
+ - - - indéterminé
- + - - indéterminé
_ _ n n _
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 Les 3 identités remarquables usuelles sont a connaitre. Pour a,be R, ona:

[(a+b)2:a2+2ab+b2 : (@a=-b?=a*-2ab+b* ; a*-b*=(a-b)(a+Dh) J

« Les opérations suivantes conservent le sens des inégalités :

— Ajouter un réel quelconque a :si x< y, alorsx+a < y+a.

— Multiplier par un réel positifa :six<yeta=0,alorsaxx<axy.

— Ajouter des inégalités:six< yeta<b, alors x+a<y+b.

— Multiplier des inégalités de nombres positifs:si0<x< yetO<a<b,alorsxxa<yxb.

— Appliquer de chaque c6té une fonction croissante : si f est croissante sur un intervalle I et si
x,y € I sont tels que x < y, alors f(x) < f(y).
Fonctions croissantes de référence : exp sur R, In sur R, x — x?> sur R, x— x> sur R, x — v/x
sur R,.

» Les opérations suivantes renversent le sens des inégalités :
— Multiplier par un réel négatifa :six< yeta<0,alorsaxx=axy.
— Passer a I'inverse dans des inégalités de nombres de méme signe : si 0 < x < y, alors

x<y<0,alors§>§.

|

<=

1
X

Attention, si x et y sont de signes opposés alors on ne peut pas passer al’inverse dans'inégalité
xX<y.
Par ailleurs on ne peut pas diviser des inégalités (méme de nombres positifs) : si nécessaire il
faut procéder en deux temps avec passage a I'inverse puis multiplication (voir la question 3.
de I'exercice 6).

— Appliquer de chaque coté une fonction décroissante : si f est décroissante sur un intervalle I
et si x, y € I sont tels que x < y, alors f(x) = f(y).
Fonction décroissante de référence : x — x? sur R_.

« Onretiendra qu’il faut toujours étre prudent lorsque I'on passe au carré dans une inégalité :
— Si0o<x<y,alors x? < y2.
— Six<y<0,alors x*> > y2.
— Si x <0<y, alorsil n’est pas possible de prendre le carré dans l'inégalité.

b) Meéthode

Pour comparer deux nombres A et B :

» Dans de nombreux cas, on étudie le signe de la différence A— B. Pour cela:

— Il arrive que le signe de A - B s’obtienne par une étude directe en factorisant I’expression ou
en la réduisant au méme dénominateur (il est toujours plus simple d’étudier le signe d'un
produit ou d'un quotient que d'une somme ou d'une différence). Les identités remarquables
rappelées dans la partie précédente peuvent étre utiles!

— Sil'on doit comparer deux nombres A(x) et B(x) avec x un réel appartenant a un certain inter-
valle I, on peut aussi tenter d’étudier la fonction f: x— A(x) — B(x), le signe de f sur I pouvant
souvent se déduire de son tableau de variations. Ce point de vue est un peu plus développé
dans le chapitre sur les fonctions.

» Toujours dans le cas ou I'on doit prouver que A(x) < B(x) avec x un réel appartenant a un certain
intervalle I, on peut aussi partir de I'information connue sur x (par exemple x = 0 si I = [0, +oo|,
oul < x<2sil=1[1,2]) pour établir de proche en proche par opérations successives l'inégalité
A(x) < B(x).

c) Conseils
— Les valeurs approchées suivantes sont utiles : e~ 2,7 ; In(2) = 0,7 ; V2= 1,4.

— Il faut aussi connaitre les inégalités suivantes (justifiées par la monotonie des fonctions uti-
lisées) :

Vx=1, x"=1 Vxel0,1],0<sx"<1
Vx=0 e'=1 Vx<0,0<e¥<l
VxeR, -1<sin(x) <1 VxelR, —-1<cos(x)<1

— Il existe d’autres méthodes plus sophistiquées permettant d’établir des inégalités, par exemple
a partir de la convexité d'une fonction ou a I'aide de formules de Taylor, on les rencontrera
dans le cours dans I'année.

d) Exercices

? Exercice 6.
2 3
1. Comparer les nombres = et =
2. Montrer que: VxeR, (1+x)? = 4x.
1 2+cos(x
. Montrerque: VxeRR, - < GRiicos ) <

3 2+sin(x)
. Montrer que: Vxe R}, 2In(x) < x.

w

=~

? Exercice 7.

1 2 . e
1. Comparer les nombres —— et ——, ainsi que les nombres

etl.
In(2) In(3) 2e—3
16 —v73 . PR
2. Encadrer les réels v29 et —3  par deux entiers consécutifs.

? Exercice 8.

7x—18

2x-5

2. Prouver que: Vx € [0,+oo[, x <In(1 +e”*) < x+In(2).

> 3.

1. Prouver que: Vx€]3,+ool,

3. Prouverque: VxeR,1-e *<x.

? Exercice 9.

2

Soit f la fonction définie par: V t e [1,+ool, f(1) = T

Prouver que : Yt € [1,+oo[, 2f (V1) < f(1).
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6.

a)

Résoudre une équation simple

Rappels

— On dispose d’'une part des propriétés importantes suivantes :

Un produit de nombres est nul si et seulement si l'un de ses facteurs est nul.
Soita,be R.Ona:

axb=0 < a=00ub=0

Une fraction est nulle si et seulement si son numérateur est nul.
SoitaceRetbe R*.Ona:

=0 < a=0

b

Deux fractions sont égales si et seulement si leurs « produits en croix» sont égaux.
Soita,ce Reth,deR*.Ona:

< axd=cxb

<
d

S Q

( )

— Lanotion de fonction bijective sert souvent.

am Définition (bijection).

On dit qu'une fonction f de I dans J est bijective si tout élément de J admet un unique
antécédent dans I par f.

En particulier :

( 2\
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
Si f est bijective sur I etsi x,y € I, alors :

fX)=fy) < x=y

. J

Fonctions bijectives de référence : exp de R dans R}, In de R dans R, x — x> de R, dans R,
x—x*de R_dansR,, x— x*de Rdans R, x— /xde R, dans R,.
Les deux sens de I’équivalence sont utiles, par exemple :

— Soitx,yeR}.Ona: x=y < In(x) =In(y).
— Soitx,yeR.Ona: x*=y% < x=1y.

— Lafonction x — x? n’étant pas bijective sur R, le résultat suivant (déja mentionné) est utile :

4 N\
Soit a un réel positif et soit xe R.On a:

¥=a < x=vaoux=-Va

Par ailleurs si a < 0, alors I'équation x> = a n"admet pas de solution.

b) Meéthode

Pour résoudre une équation d’inconnue un réel x :

— On détermine '’ensemble de définition 2 de I'équation, c’est-a-dire 'ensemble des réels x
tels que I'’équation ait un sens.

Exemple.
— Lensemble de définition de (E) : x+2 =3 - x est 2 = R puisque 'équation (E) a un
sens pour tout x € R.
— Lensemble de définition de (E'): vVx—1=v2x est 2 = [1 + oo puisque I'équation (E’)
aun sens si et seulement si x—1=0et2x =0, c'est-a-dire si et seulement si x> 1.

— Pour x € 2, on utilise les propriétés de la partie précédente pour modifier 'équation par des
équivalences successives jusqu’a arriver a isoler x. Il est souvent utile a un moment donné de
mettre les termes en x d'un coté de I’égalité et les termes constants de I'autre.

Exemple.
— SoitxeR.Ona:

1
X+2=3—-x &< x+x=3-2 << 2x=1 < x:E

— Soit x € [1, +oo[. Comme ¢ — +/7 est bijective sur R, on a:
VX—1=V2x < x-1=2x < -1=2x—x < x=-1

— Pour conclure, il faut enfin vérifier que les solutions trouvées a 'issue des équivalences ap-
partiennent bien a 'ensemble de définition de I'équation.

Exemple.
— L'ensemble de définition de (E) : x+2 =3 — x étant 2 = R, on déduit du calcul précé-
dent que (E) admet une unique solution : 3.
— Lensemble de définitionde (E') : vVx—1 = v2x étant 2 = [1+ool, la solution —1 obtenue
par le calcul précédent est a rejeter. On en déduit que (E') n"admet pas de solution.

@ Attention.

Lorsque I'on résout une équation, on procede par équivalences successives (sauf
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c)

d)

cas de force majeur), en utilisant le symbole < et en justifiant les équivalences
non évidentes (argument de bijectivité par exemple). C’est ce qui a été fait dans

I’exemple précédent.

Il est hors de question d’écrire des lignes a la suite sans symbole logique entre elles!

Si 'on ne peut pas justifier une équivalence, on écrira «donc» a la place du sym-
bole ««<», mais comme I’équivalence sera perdue, il sera nécessaire a la fin de la
résolution de vérifier si les valeurs trouvées sont bien solutions de I’équation.

On renvoie au document «raisonner-rédiger» pour mieux comprendre les raison-
nements par implications et par équivalences.

Conseils

— Attention, pour pouvoir passer au carré dans une égalité - tout en conservant I’équivalence -
il faut impérativement que les deux membres de I'égalité soient de méme signe :

Va,b€R+,a:b<=>a2:b2 VYVabeR_, a=b < a*="b*

Si a et bsont de signes opposés ou sileurs signes ne sont pas connus, il n’est alors pas possible
de passer au carré dans I’égalité.

— Attention a bien lire la question posée : parfois on doit prouver qu'une équation admet une
unique solution sans qu’il ne soit demandé de calculer cette solution. Dans ce cas il n’est sou-
vent pas possible de résoudre I'équation considérée avec les méthodes vues dans ce chapitre
mais il faut utiliser le théoreme de la bijection (voir le chapitre sur les fonctions dans’année).

Exercices

? Exercice 10.

Résoudre les équations suivantes :
X+ X
— (E))i—————==0
X x+1

— (B> :In(x) +In(x+1) =In(x + 2).

— (E3):2e*—e2*=0.

? Exercice 11.

Résoudre les équations suivantes :
1. (x+2)%=1.

2. (x+2)3=1.
3. x°—4x=0.
4., x°+4x=0.

a)
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? Exercice 12.

Résoudre les équations suivantes :

e—1 1

eX+1 2
2. In(x) +In(2x) +In(4x) = 3.
3. V2x—-1==x.
4. /In(x) = [ln(x))z.

Résoudre une inéquation simple

Rappels

— On rappelle les regles de signes suivantes :

| Signe de a | Signe de b || Signe de a x b | Signe de a/D |
+ + + +
n _ — —
— n — —
- - + +

— La notion de fonction strictement croissante sert souvent :
am Définition.
Une fonction f définie sur un intervalle I est strictement croissante sur I si :
Vx,yel, x<y= f(x) < f(y)

On dispose de définitions analogues pour une fonction croissante ('inégalité de droite
est large), une fonction strictement décroissante et une fonction décroissante.

En utilisant la contraposée de cette définition on dispose des équivalences suivantes.

- N\
Soit f une fonction définie sur un intervalle I strictement croissante sur 1.
Alors :
Vx,yel, (x<y < fx)<f®)
et
Vi, yel, (x<y < f0<fy)
\ J/

Fonctions strictement croissantes de référence : exp sur R, In sur R*, x — x? sur R, x — x°
sur R, x— /x sur R,.

Les deux sens de I’équivalence sont utiles, par exemple :

— Soitx,yeR}.Ona: x<y < In(x) <In(y).
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— Soitx,yeR.Ona: x32y° <= x=y.

On peut aussi appliquer aux deux membres d'une inégalité une fonction strictement décrois-
sante, ce qui a pour conséquence de renverser le sens de 'inégalité. Ce cas intervient en par-
ticulier lors du passage a l'inverse dans une inégalité dont les membres sont de méme signe.

— Lafonction x — x? n’étant pas strictement croissante sur R, le résultat suivant est utile :

4 )
Soit a un réel positif et soit xe R.On a:
¥<a <= -Vvas<sx<va
et:

¥>a < x=vaoux<-va

Ces équivalences sont aussi valables avec des inégalités strictes.

b) Meéthode

Pour résoudre une inéquation d’'inconnue un réel x :

e On détermine I'ensemble de définition 2 de I'inéquation, c’est-a-dire 'ensemble des réels x tels
que I'inéquation ait un sens.

Exemple.

— L'ensemble de définition de (1) : In(x) < In(1 — x) est 2 =]0, 1[ puisque I'inéquation (/) a un
sens si et seulementsi x>0et1—- x>0, cest-a-dire si et seulement x>0et x< 1.
— Lensemble de définition de (I') : x* > x® est 2 = R.

» Pour x € 9, on utilise les propriétés de la partie précédente pour modifier I'inéquation par des
équivalences successives jusqu’a arriver a I'une ou l'autre des situations suivantes :

— On réussi a isoler x, souvent en mettant a un moment donné les termes en x d’'un coté de
'inégalité et les termes constants de |'autre.

— On aboutit a I'’étude du signe d’'un produit ou d'une fraction, en général en factorisant I'ex-
pression ou en réduisant au méme dénominateur les fractions qui apparaissent. On en déduit
les réels x solutions a I’aide d’un tableau de signes, écrit pour x € 2.

Exemple.

— Cas de (D). Soit x €]0, 1[. La fonction ¢ — In(¢) étant strictement croissante sur R}, ona:

1
Inx)<lnl-x) < x<l1-x < 2x<1 < xsi

— Cas de (I'). Soit x € R. Il ne faut surtout pas diviser par x* dans I'inégalité x* > x*, puisque
le signe de x® n'est pas connu! La bonne méthode consiste a tout mettre a gauche puis a
factoriser :

e = *-P*>0 = x3(x—1)>0

On s’aide alors d'un tableau de signes :

x |[-oo 0O 1 +00
x® - 0 + +
x-1 - - 0 +
Bx-1) + 0 - 0 +
Ainsi: x*>x® < x<0oux>1.

» Pour conclure, il faut enfin vérifier que les solutions trouvées a l'issue de I'étape précédente ap-
partiennent bien a I’ensemble de définition de I'inéquation.

Exemple.
— Lensemble de définition de (J) : In(x) < In(1 — x) est 2 =]0,1[. On déduit alors du calcul
précédent que (I) admet pour ensemble de solutions :]0, 1].
— Lensemble de définition de (I) : x* > x> est 2 = R. On déduit alors du calcul précédent
que (I') admet pour ensemble de solutions : ] —oo,0[U]1, +ool.

@ Attention.

Lorsque I'’on résout une inéquation, on procede par équivalences successives (sauf
cas de force majeur), en utilisant le symbole < et en justifiant les équivalences
non évidentes (argument de stricte monotonie par exemple). C’est ce qui a été fait
dans un exemple précédent.

Il est hors de question d’écrire des lignes a la suite sans symbole logique entre elles!

Si 'on ne peut pas justifier une équivalence, on écrira «donc» a la place du sym-
bole ««<=», mais comme I'équivalence sera perdue, il sera nécessaire a la fin de la
résolution de vérifier si les valeurs trouvées sont bien solutions de I'inéquation.

On renvoie au document «raisonner-rédiger» pour mieux comprendre les raison-
nements par implications et par équivalences.

c) Conseils

Il faut souvent faire preuve de prudence lorsque I'on manipule des inégalités :
— Si 'on multiplie ou divise les deux cotés de I'inégalité par un réel a, le signe de ce réel doit
étre maitrisé, notamment lorsqu’il dépend de 'inconnue x :
— Sileréel a est strictement positif, alors I'inégalité ne change pas de sens.
— Sileréel a est strictement négatif, alors I'inégalité change de sens.

— Pour passer a l'inverse dans une inégalité, il faut que les deux membres de I'inégalité soient
de méme signe, et dans ce cas le passage a I'inverse renverse le sens de I'inégalité.

— Pour passer au carré dans une inégalité, il faut que les deux membres de 'inégalité soient po-
sitifs, et dans ce cas le passage au carré conserve le sens de I'inégalité. On peut aussi éventuel-
lement passer au carré dans une inégalité de nombres négatifs, mais dans ce cas le passage
au carré renverse le sens de I'inégalité puisque la fonction x — x? est strictement décroissante
sur R_.

9/45
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Dans le cas ol les signes ne sont pas maitrisés, la méthode la plus simple consiste a ramener tous
les termes dans le méme membre de I'inégalité, puis factoriser ou réduire au méme dénominateur
pour pouvoir conclure a I'aide d'un tableau de signes.

d) Exercices

? Exercice 13.
Résoudre les inéquations suivantes :
x+1 b

):——s——
X

(L):2e ¥ —e?*>0
x+1

? Exercice 14.

Résoudre les équations suivantes :
1. (x+2)%<1.
2. x+2)°3<1.
3. V2x-1>x.
4

2x—1<x.

? Exercice 15.

Résoudre les équations suivantes :
e*—1 1
=

e+l 2
2. In(x) +In(2x) +In(4x) < 3.

3. Vx2—x>v2—-x.

8. Résoudre une équation se ramenant a une équation du second degré

a) Rappels

( )
Soit a, b et c trois réels tels que a # 0.

On considere I’équation du second degré suivante :
(B): ax’*+bx+c=0

Pour résoudre I'’équation (E), dans le cas général, on calcule dans un premier temps son discri-
minant, généralement noté A :

A=b>—4xaxc

On discute ensuite selon le signe du discriminant A :
— Si A >0, alors 'équation (E) admet deux solutions :

-b-vA -b+ VA
X1=—— et xp=———
2xa 2xa
. ) 2 . . . b
— Si A =0, alors '’équation (E) admet une unique solution : xy = — T
X a

— Si A <0, alors I'équation (E) n’admet pas de solution.

En pratique, si l'on peut éviter de calculer le discriminant, en utilisant par exemple une identité
remarquable, on le fera sans hésiter!

@ Attention.

Généralement on n’introduit pas les notations a, b, ¢, ce sont des valeurs explicites
sans nom : ainsi n’écrivez pas bétement A = b> — 4ac sur votre copie! mais calculez
explicitement la valeur du discriminant (il n’est d’ailleurs par toujours nécessaire
de 'appeler A dans la rédaction).

b) Meéthode

— La méthode de résolution d’équations vue précédemment s’applique aussi dans ce para-
graphe, a ceci-pres qu’ici on rencontrera une équation du second degré a un certain moment
du raisonnement. Il reste important de déterminer ’ensemble de définition de I'équation
avant de commencer sa résolution.

— Il arrive que 'on puisse se ramener a une équation du second degré a 'aide d'un change-
ment d'inconnue. Cela ne pose pas de probleme particulier si I’'on n'oublie pas de revenir a
I'inconnue initiale a la fin de la résolution.

— Parfois on peut rencontrer une équation faisant apparaitre une racine carrée. Dans ce cas
isoler la racine carrée d’'un coté de 1'égalité puis passer au carré est en général une bonne
idée. Mais attention, pour conserver 1'équivalence en passant au carré dans une égalité il
faut vérifier que les deux membres de I'égalité sont de méme signe!

c) Conseils

Le calcul du discriminant n’est pas toujours nécessaire (on l'évite autant que possible!)
— Soit a =0 fixé. Léquation x?> = a admet pour solutions —v/a et /a.
— Il est parfois possible de factoriser I'expression grace a une identité remarquable.

Exemple.
Ona: x242x+1=0 << (x+1)°%=0< x+1=0 < x=-1.

10/45
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d) Exercices
? Exercice 16.

Résoudre I'équation suivante : —2x* +3x?+2=0.

? Exercice 17.

Résoudre les équations suivantes :

1. 2(In(x)*-3In(x) +1=0. 4 1-2et2 &
2. In(x) +In(x+1) =0. 5 x=+v2—x.
3. er+ln(2) + ex+ln(5) —-3=0. 6. x— \/} = g

9. Résoudre une inéquation se ramenant a une inéquation du second degré

a) Rappels

-
Soit a, b et c trois réels tels que a # 0.

Soit P le polyndme du second degré défini par: Vxe R, P(x) = ax®+bx +c.
Pour déterminer le signe de P, en général, on calcule dans un premier temps son discriminant :

A=b>—4xaxc

On discute ensuite selon le signe du discriminant A :
— Si A >0, alors P admet deux racines distinctes x; et x, ol1 x; < x». Dans ce cas P est du
signe de a a 'extérieur de I'intervalle [x;, x,] délimité par les racines, et du signe de —a
dans l'intervalle [x1, xo] :

X —00 X1 X2 +00
P(x) signedea 0 signede-a 0 signedea

— Si A =0, alors P admet une unique racine x,. Dans ce cas P est du signede a:

X —00 X0 +00
P(x) signedea 0 signedea

— SiA <0, alors P n"admet pas de racine. Dans ce cas P est du signe de a :

X —00 +00
P(x) signe de a

En pratique, si l'on peut éviter de calculer le discriminant, en utilisant par exemple une identité
remarquable, on le fera sans hésiter!

&

b) Méthode

— Résoudre une inéquation du second degré revient a étudier le signe d'un polyndéme du se-
cond degré, ce qui impose de connaitre ses racines éventuelles. La résolution d’'une inéqua-
tion du second degré nécessite donc en général la résolution de I’équation du second degré
associé.

— La méthode de résolution d’inéquations vue précédemment s’applique aussi dans ce para-
graphe, a ceci-pres qu’ici on rencontrera une inéquation du second degré a un certain mo-
ment du raisonnement. Il reste important de déterminer I’ensemble de définition de l'in-
équation avant de commencer sa résolution.

— Il arrive que I'on puisse se ramener a une inéquation du second degré a ’aide d’'un change-
ment d'inconnue. Cela ne pose pas de probleme particulier si I’'on n’'oublie pas de revenir a
I'inconnue initiale a la fin de la résolution.

— Parfois on peut rencontrer une inéquation faisant apparaitre une racine carrée. Dans ce cas
isoler la racine carrée d'un coté de I'inégalité puis passer au carré est en général une bonne
idée. Mais attention, pour conserver I’équivalence lors du passage au carré dans une inégalité
il faut vérifier que les deux membres de I'inégalité sont de méme signe!

c) Conseils

Les cas classiques suivants sont a connaitre :
— Soit a=0 fixé. On al’équivalence : x* <a < -Va<x<a.

— Soit a =0 fixé. On al'’équivalence : x* > a < x=+aoux<-a.
Ces équivalences sont aussi valables avec des inégalités strictes.

d) Exercices

? Exercice 18.

Résoudre I'inéquation suivante : —2x* +3x?+2 > 0.

? Exercice 19.

Résoudre les inéquations suivantes :

1. 2(In(x))* -3In(x) +1>0. 4 1-2¢t 5"
2. In(x) +In(x+1) <0. 5. x>+vV2—x.
3. er+ln(2)+ex+ln(5)_3>O- 6. x_\/_:g.

10. Rédiger des récurrences

Un raisonnement par récurrence comprend une ou plusieurs initialisations (selon si la récurrence
estsimple oumultiple), et une étape d’hérédité. Aulycée selon vos professeurs vous avez adopté une
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méthode de rédaction systématique a laquelle vous avez dii vous habituer (parfois dans la douleur) :
malheureusement la plupart de ces fagons de rédiger sont incorrectes d'un point de vue logique.
Je renvoie au document «Raisonner-rédiger» pour les détails du pourquoi votre rédaction est, éven-
tuellement, incorrecte.

On va donc prendre de (nouvelles?) bonnes habitudes des maintenant :

> On définit la propriété a démontrer, qui dépend d'un entier, généralement noté n, appartement
aun ensemble A, généralement N.
Pour cela on écrit «pour tout n € A,on note 7, : ---».
Il est essentiel de commencer par introduire n, puis de donner un nom a la propriété que 1'on
souhaite démontrer (ici /£, mais on peut la noter autrement du moment que la dépendance en
n soit indiquée).

> Initialisation(s) : on démontre /£, pour les premieres valeurs de n € A, selon si la récurrence
est simple ou multiple. On note pour la suite n; le dernier rang pour lequel I'initialisation a été
démontrée.

> Hérédité. On rédigera toujours de la facon suivante : «Soit n € A, n = n;. On suppose que %, est
vraie.» (éventuellement on suppose aussi #,,_; et les précédentes si la récurrence est multiple).
Inutile d’en faire plus avec des tournures de phrases inutiles qui risquent d’ajouter a la confusion
(comme «n fixé» ou «un certain n»).
Puis on introduit les éventuelles hypotheses nécessaires a la démonstration de #,,,. Jamais il
ne faudra «faire varier» n, autrement dit il n’y aura pas de «V n» dans cette partie de la rédaction
puisque n est «fixé».
On démontre #,.1, en utilisant #, a priori sinon c’est qu'il est inutile de raisonner par récur-
rence.

> Conclusion : terminer I’hérédité par «...ce qui montre ./, et achéve la récurrence.» est large-

ment suffisant pour conclure, il n’est pas utile de rédiger un paragraphe de blabla sur le principe
de récurrence.

Les trois exemples suivants doivent servir des modele de rédaction (plus que le paragraphe qui pré-
cede).

Exemple.

Récurrence simple.

On définit la suite (u,) ,en par la donnée de ug =1 etlarelation: VneN, u, =vI1+uy.
Démontrer que pour tout n € N, u, existe et u, > 0.

Solution.

Pour tout n € N, on note /4, : u,, existe et u,, > 0.

> n=0.Lénoncé donne uy =1, donc u, existe et uy > 0, donc #, est vraie.

>> Soit n € N. On suppose que %, est vraie.

Par hypothése de récurrence, u, existe et u, > 0, donc 1+ u, > 1 = 0, donc il est possible de
considérer /1 + u,, ce qui montre que u,,; existe. Par ailleurs, par croissance de ¢ — /7 sur Ry,
I'inégalité 1+ u,, > 1 donne I+ u, > V1, donc u,; >1>0.

Ainsi #,, est vraie, ce qui acheve la récurrence.

Exemple.

Récurrence double.
On définit la suite (u,) ,ew par la donnée de vy =0, u; =1 etlarelation: Vrne N, uyio = ups1 + Up.

12/45

()" ()
V5

(=) (=)

V5

Démontrer:VneN, u, =

Solution.

Pour tout n € N, on note /&, : u, =

%) -(=4)

V5
(%) -(=5)
V5

>> Soit n € N. On suppose que #, et ./, sont vraies. (ce qui est équivalent, mais plus confortable,
a considérer n€ N, n =1, et supposer que #,,_; et /£, sont vraies).

Par définition : u,2 = u,+1 + u, (surtout pas de «pour tout n» ici!).
Par hypothese de récurrence on peut calculer :

> n=0.0n calcule =0 = uy, donc #, est vraie.

> n=1.0n calcule =1 = u;, donc ./ est vraie.

(557 - (59" (8 -(5Y)
Upso = Ups1 + Uy = 2 2 + 2 2
n+2 n+ n \/5 \/5
() (27 (5
= +1]- +1
NG 2 2 2 2
145 34v5 6+2v5 142v5+v5° [1+v5) . 1-v5 1-v5)°
Or 5 +1= 5 = 1 = P = 5 , et de méme 5 +1= 5 ;

Ainsi :

) 1 1+\/5 n+2 1_\/5 n+2
un+2—ﬁ ) - >

si bien que #,,, est vraie, ce qui acheve la récurrence.

Exemple.

Récurrence forte.

Démontrer que tout entier naturel non nul » s’écrit sous la forme n=2P(2g+1) ol p,g € N.
Solution.

Pour tout n € N*, on note #, : Ap,qe N, n=272q+1).

> n=1.0n écrit 1=2°2x0+1) donc avec p = g=0€ N, on a montré 7.

>> Soit n € N*. On suppose que pour tout k € [1, n], #; est vraie. On distingue deux cas :
— Si n+ 1 est impair, alors il existe g€ Z telque n+1=2g+1 etcomme n>1,2g+1 =1 donc
2g =0 donc g =0, donc finalement g € N. On a donc écrit n=2°2g+1) ol10,g € N.
— Sinon, n + 1 est pair, il existe k € 7Z tel que n+ 1 = 2k, mais comme n > 1, k = 0 et de plus

k<2 <2 = . On peut donc appliquer 'hypothese de récurrence (forte) a k : il existe

p',geNtels que k=2P (2g+1). Ainsin+1=2"*"12g+oup=p'+1eNetgeN.
Dans tous les cas, on a montré .4, , ce qui acheve la récurrence.
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? Exercice 20.

Démontrer:vVneN, 2" 1 < nl.

? Exercice 21.

Soit (u,) la suite définie par la donnée de uy =0, u; =1, up =3 etlarelation: Vn e N, u,.3 =
2Up+2 + Up+1 — 2Up.
Démontrer:vVneN, u, =2"-1.

? Exercice 22.

On rappelle qu'un entier p € N est premier s’il a possede exactement deux diviseurs positifs,
en I'occurrence 1 et p. En particulier 1 n’est pas premier.
Démontrer que tout entier n =2 s’écrit comme un produit de nombres premiers.

11. Sommes et produits : symboles Y et []

n n
Soient u,...,u, des nombres, oll n est un entier naturel. On note ) _ u; leur somme et [] u; leur
k=1 k=1
produit. Cela signifie, en écrivant en extension :

n n
Up=U1+Ux+---+Uu,; et [Iuk:ulquX~-xun
k=1 k=1

Le formalisme rigoureux et la manipulation systématique de ces concepts fera I’objet d’'un chapitre
du cours de début d’année.
En attendant, voici trois exercices pour vous familiariser avec leur manipulation.

? Exercice 23 (somme arithmétique).

n
Déterminer en fonction de n € N* la valeur de S,, = Z k=1+2+---+n.

k=1
Indication : on pourra sommer S, une fois «dans l'ordre» et une fois «a l'envers» pour obtenir la
valeur de2S,,.

? Exercice 24 (somme géométrique).

n
Déterminer en fonctionde ne N et ge Rlavaleurde S, = ) g*.
k=0
Indication : on pourra calculer (1 - q)S,, en développant le produit et en écrivant la somme en
extension.

13/45

? Exercice 25 (coefficients binomiaux).

On «rappelle» que si n, p € N sont tels que p < n, alors (n)

Montrer que : (Z)

p-1

[

k=0

n—k
p-k

n!

p| pln-p)l
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I1. Etude de fonctions

1. Calculs de dérivées On suppose connues les dérivées des fonctions usuelles.

On admet a la suite quelques résultats, qui pour la plupart ont été vus au lycée. Les preuves de ces
am Définition (dérivée en un point, dérivée sur un intervalle). résultats feront1’objet d'un chapitre ultérieur, pour I'instant seule leur manipulation est un objectif.

Soit I un intervalle non vide ni réduit a un point (on dit aussi que I est non trivial).

. . . & Proposition (tangente).
Soit f : I — R une fonction. Soit a € I. = P (tang )

. . . , . x)—fla o . . . . . .
— On dit que f est dérivable en a si le taux d’accroissement fo-j@ admet une limite Soit I un intervalle non trivial. Soit f : I — R une fonction. Soit a € I.
finie quand x tend vers a r-a Si f est dérivable en q, alors la droite d’équation y = f'(a)(x—a) + f (a) estla tangente au graphe
Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f en a et on la note f'(a). de fena.

— On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I.
On note 2(I,R) I'ensemble des fonctions dérivables sur I a valeurs dans R. Si f €
2(I,R), lafonction f’: x— f'(x) est bien définie sur I et est appelée la dérivée de f.
Exemple.

La fonction f : x— e* est dérivable sur R et on calcule :

Remarque. VxeR, flx)=¢€*
La définition précédente s’étend a une fonction définie sur un ensemble qui est réunion o ) . )
d’intervalles non triviaux. Les énoncés suivants, donnés pour des fonctions définies sur un La tangente au graphe de f au point d"abscisse 0 a pour équation :

intervalle non trivial, s’étendent de la méme fagon. Y= Ox-0+f0) ie y=x+l

@ Attention.

Comme cela a déja été signalé, le nombre dérivé de f en a se note f'(a) et non pas
f(a)'. Cette derniere notation n’a pas de sens! (méme sil’on peut comprendre I'in-
tention de celui ou celle qui I'écrit).

De méme, la fonction dérivée de f est x— f'(x), et non x— f(x)'.

Cependant, s’il s’agit de dériver une expression dépendant de x mais qui n’a pas

& Proposition (linéarité de la dérivation).

Soit I un intervalle non trivial. Soient f, g deux fonctions de I vers R. Soit A € R. Soit x( € I.
On suppose que f et g sont dérivables en xy. Alors :

e f+gestdérivable en xj et (f + g)'(xo) = f'(x0) + g’ (x0)-

o Af est dérivable en xy et (Af)'(xp) = Af" (xo).

En d’autres termes la dérivation est linéaire :

forcément été nommée, on pourra utiliser la notation dx (f(x).
x

Par exemple, si f : x— x?, alors :

d

d
VXeR, fl(x) = a(f(x)) = a(xz) =2x Va,BeR, (af +pg) (x0) = af (xo) + Bg (x0)

On veillera cependant a ne pas abuser de cette notation.
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& Proposition (multiplication, inverse, quotient).

Soit I un intervalle non trivial. Soient f, g deux fonctions de I vers R. Soit x € I.
On suppose que f et g sont dérivables en x.
Alors :

e h=fxgestdérivable en x, et

h' (x0) = f'(x0) g (x0) + g’ (x0) f (x0)

1
» Sil’on suppose de plus que g(x) # 0 alors p est dérivable en xq et

1 ! B _g/(xo)
(g) = g(x0)2

f

» Sil’on suppose encore g(xp) # 0, alors P est dérivable en x, et

Y f(x0)g(xo) — g’ (xo0) f(x0)
=1 (x0) = 5
g(xo)

@ Attention.
On évitera de dériver une fonction de la forme é comme une fonction de la forme

g (avec f constante égale a 1), ceci afin d’éviter les erreurs de calculs.

Exemple.

1. Soit f: x— —>—

xIn(x) *

On peut considérer u : x — xIn(x), si bien que f = 3 x — se dérive comme l'inverse d'une
u
fonction et non comme le quotient de deux fonctions.

Par ailleurs, u est le produit de x — x dérivable sur R et x — In(x) dérivable sur R}, si bien que
u est dérivable sur R et ne s’annule pas sur R} \ {1}. On calcule :

1
VxeR:, dv@x=1xIn(x)+xx==In(x)+1
X

Enfin, par quotient f est dérivable sur R} \ {1} et on calcule :

, - p—
VxeRIV1, [0 = S(l) (x) = 3“‘&3
u (xIn(x))

2. Soit f : x— l;’%"l) On peut considérer u : x— In(x) et v : x— x— 1. u est dérivable sur R et v

est dérivable sur R et ne s’annule pas sur R \ {1}. Par quotient f = = est dérivable sur R} \ {1}.
On calcule :

1x(x-1)-1xIn(x) _x—1-In(x)
(x— 12 ECERE

VxeRI\{1L flx)= (%) (x) =

& Proposition (composition).

Soient I et J deux intervalles non triviaux. Soient f : I — R et g : ] — R deux fonctions telles
que f(I) c J (pour que la composition soit possible). Soit x € I.

On suppose que f est dérivable en x, et que g est dérivable en f(xo).

Alors go f est dérivable en xp etona:

(go ) (xo) = f'(x0) x &' (f (x0))

Exemple.

1. Soit f: x— e v f estla composée de u : x— —x? qui est dérivable sur R et de v : x — e* qui
est dérivable sur R.

u
R - R
x — —x?
v
R - R
— e‘x
=pou
R — R
2
X — e ¥

La composition est possible, f est dérivable sur R et on calcule :
VxeR, f'(x)=-2xe*

2. Soit f : (x, 1) — x?sin(2xt). C’est une fonction de deux variables x et ¢, définie sur R?.
— Si xestfixé, et que'on considere la fonction g : ¢ — x*sin(2x1), cette derniére est dérivable
surRetona:

VteR, %(x2 sin(2x1)) = 2x° cos(2x1)

— Sitestfixé, et quel’on considere la fonction h : x — x?sin(2x1), cette derniere est dérivable
surRetona:

d 5. : 2 ,
VxeR, a(x sin(2x1)) = 2xsin(2x?) + 2¢x” cos(2xt) = 2x(sin(2xt) + txcos(2xt))

2. Calculs de limites

Soit f une fonction, si a,¢ sont des réels ou —oco ou +oo, si f a pour limite ¢ en a, on peut noter
f(x) - ¢ alaplace de )lcin}lf(x) =/.

La définition de la limite sera vue en fin de premier semestre, on se contente pour 'instant de la
perception intuitive vue au lycée. Notons que dans la notation précédente et dans les énoncés a
venir, pour étudier la limite en g, il faut que la fonction soit définie sur un intervalle non trivial dont
a estun point ou une extrémité : on dira que la fonction est définie «au voisinage de a» pour indiquer
que cette condition est remplie.
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@ Attention.

On prendra bien soin de ne jamais noter lim (ni la notation avec la fleche) tant que
'existence de la limite n’a pas été démontrée.

En pratique, on fait des calculs avec I’expression de f(x), et ce n’est qu’a la fin, pour
conclure, que I'on utilise lim (ou la fleche).

On suppose connue les limites des fonctions usuelles.

Souvent, les calculs de limites se heurtent a des formes indéterminées. Une grande partie de ces
indéterminations peuvent étre levées grace a l'utilisation des croissances comparées : soient a, 8

des entiers naturels non nuls, soit y un réel strictement positif, alors :

(Inx)# er*
—0 — +00 x%Inx 0
X% x—+oo x% x—+oo x—0"+
En particulier :
Inx e*
— 0 — +00 xlnx ——0
X x—+oo X X—+oo x—0+

Toutes les indéterminations ne peuvent étre levées a partir de ces méthodes. Nous verrons plus
loin comment utiliser les taux d’accroissement pour calculer des limites, mais surtout au deuxieme
semestre (ou en avant premiere dans I’annexe «Outils mathématiques pour les sciences»), les déve-

loppements limités.

Voila les principales méthodes a retenir.

Utilisation des opérations usuelles (combinaison linéaire, produit, quotient, composition).

Exemple.

on obtient directement (existence des limites garantie par les opérations usuelles) :

fx)

+00 et f(x) —— -0
X—+00 x—0*t

Il n’est pas nécessaire, en I'absence de EI., de détailler les calculs.

2. Soit g définie sur R par g(x) = e®"* — cosx. Quelles sont les limites de g en 0 et en E?

sin x

donc par composition e e. Par ailleurs cos x

xX—7m/2 x—m/2

les détails ne sont pas obligatoires, vous pouvez donner le résultat directement.

1. Soit f définie sur R par f(x) =Inx+ xv/x + e*. Quelles sont les limites de f en +oo et en 0" ?
Les opérations usuelles s’appliquent directement sans formes indéterminées (EI. en abrégé),

Ona:
sinx—0 et e —1
x—0 t—0
donc par composition e*"* — 1. Par ailleurs cos x — 1 donc finalement : g(x) — 0 par
X— X— X—
différence.
De méme :
sinx 1 et ef—e
x—m/2 t—1

0 donc finalement : g(x) —— e
x—m/2

Ici tout les calculs sont détaillés, mais comme pour I'exemple précédent, en ’absence de EI.
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face a des indéterminations du type «+oo + +oo» ou «

Factorisation par le terme «le plus fort».

—»,on factorise par le terme «le plus fort» au
oo

sens des croissances comparées.

Grossierement, en +oo, I’exponentielle 'emporte sur les puissances positives qui elles mémes I'em-
portent sur le logarithme.

Exemple.

1. Soit f; définie sur R par fi(x) = x° —3x* + x*> + 1. Quelle est la limite de f en —co?
Il s’agit a priori d'une forme indéterminée (du type «—oo— oo+ 0o+ 1»). On factorise par le
terme le plus fort qui est x° :
1 1

1
5
0)=x"1-3—+—+—
i) x x3 xS

Or le terme de la parenthese tend vers 1 et x> —— —oo, donc par produit f; (x)

X——00 X——00
On retrouve ici le résultat utilisé au lycée «la limite d'une fonction polyndémiale en +oo est la
limite de son terme de plus haut degré». On n’utilisera plus ce résultat de lycée mais cette
factorisation pour lever les indéterminations, c’est une méthode bien plus générale.

—0Q.

Pour la rédaction, il est nécessaire de faire apparaitre la derniere factorisation, car c’est elle
qui leve I'indétermination.

2. Soit f, définie sur ]1 + v/2,+oo[ (sur un tel intervalle le dénominateur ne s’annule pas, vous

étes invités a le vérifier) par f>(x) = . Quelle est la limite de f, en 0?

x3-2x2-x
Le dénominateur tend vers 0 en 0, mais il faut connaitre son signe pour conclure. On factorise
le dénominateur par le terme le plus fort, mais attention, en 0 c’est la plus petite puissance
qui 'emporte. On calcule :

1
x(x?2-2x-1)

1
fx)= =

x3-2x2—-x

Or x* -2x -1 — -1 donc x(x*—2x—1) —— 0~ et x(x*> —2x — 1) —— 0*. Par quotient on

x—0 x—0* x—0~

obtient alors :

f2 (x) ;(;:’ —00 et f2 (x) +00

x—0~

3. Soit f; définie sur R} par f3(x) = e* — x" +Inx (avec n € N). Quelle est la limite de f; en +oo?

Le terme le plus fort est 'exponentielle, on calcule donc :

x" Ilnx
—_ X n _ X
failkx)=e*—x"+Inx=e (1_54_?)

Par croissances comparées (CC en abrégé) on a

Inx
S
et x—+oo

X"
— —0 et
eX x—+oo

Finalement f3(x)

+00
X—+00

Pour la rédaction, il est indispensable de citer les croissances comparées lorsque vous les
utilisez (a la maniere de ce qui précede).
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1
4. Soit f; définie sur R} par fi(x) =lnx+ o Quelle est la limite de f, en 0" ?

Il s’agit d'une forme indéterminée du type «—oo + co».

Le terme le plus fort sera 1/x (en fait on compare In(x) =
a comparer Inz et ¢ en +oo). On calcule alors :

—In(1/x) et 1/x en 0%, ce qui revient

fa(x)

1 1
=lnx+—-—=—(xlnx+1)
X X

Comme xInx

0 (croissances comparées) on a finalement (par produit) : f;(x) — +00
x—0

x—0*
5. Soit f; définie sur R par fs(x) = e* — e>* — xe?*. Quelle est la limite de f; en +o0o?

C’estune EI. encore une fois. Le terme le plus fort est 'exponentielle de la plus forte fonction
possible. En I'occurrence ce sera e

On calcule :
fs(x) = e —e? _ xet* = ¥ (1 _ 2 yptrm xz) =" (1-e @9 — xe*t=2)
Or: ,
XG0 et e +00
X—+00 X—+00
et
x4 = Py (x(4—x)) "™  (on force une CC a apparaitre)

X4a—X

avec .
x
= 0 et te!——0(CC)
x(4-x) 4-x x—+o0 f——00

X(4—x)

_—
X—+00

et comme x(4 — x) > —oopar composition (x(4—x)) e
X—+00

Ainsi, la parenthese tend vers 1.
Finalement il vient : f5(x)
X—+00

+00

e’ —Inx+ x?
x°+xlnx
Il s’agit (encore) d'une EI. (évidemment). On factorise numérateur et dénominateur par le

terme le plus fort :

6. Soit fs définie sur R} par fs(x) = . Quelle est la limite de f; en +oo0?

—1(CQ)
X—+00

2 2
X 1_lnx X _lnx X
e —Inx+x ex | ex e* eX  eX
fe(x) 3 - —
x°+xlnx 5 Inx X Inx
1+— —~ t—
X +o00 (CC) X
—+00 HH

—>1(CQ)
X—+00

donc finalement f;(x)

+00
X—+00

Remarque : avec cette méthode, si on se «trompe» dans le choix du terme le plus fort, alors la
parenthése ne tendra pas vers une constante.

Parfois cela suffit quand méme pour conclure, sinon il faut revenir en arriere et choisir un autre
«terme le plus fort».

Cette méthode sera formalisée différemment en milieu de sup par Uutilisation d’équivalents.

Utilisation de I'’expression conjuguée : on utilise cette méthode dans le cadre de EI. de la forme

«+00 —0o» OU « » faisant apparaitre des radicaux (des racines carrées).

a—da

Exemple.

. Quelle est la limite de h; en +oo?

\/_\/xT

», on multiplie le dénominateur par I'expres-

1. Soit h la fonction définie sur R} par h; (x) =

On a une forme indéterminée du type «

+00 — 00
sion conjuguée (I'expression conjuguée de v/a—v'b est yVa+ VD).
On calcule :
1 () = 1 B Vx+vx+1
! Vi-vVx+1l (/x—vVx+DH/x+Vx+1)
_ Vx+va+l VR vETl
identité remarquable! X — (x+1)
Par somme h; (x) -0
X—+00
2. Soit hy la fonction définie sur]—1,1[ par hy(x) = . Quelle est la limite de h, en
i par () = ™ e i

0?
On auneforme indéterminée au dénominateur du type «a—a», on multiplie le dénominateur
par I'expression conjuguée.

On calcule :
hay(x) = X _ x( 1+x+m)
Vitx—-vV1i-x2 W14+x-V1-x3)(1+x+V1-x2)
_x(\/1+x+\/1—xz)_x(\/1+x+\/1—xz)_\/1+x+\/1—x2
- 1+x—1+x2 B x(1+x) B 1+x
Ainsi hy(x) — 2
x—0
VI-Vx+1

3. Soit hs la fonction définie sur [1, +oo[ par hs(x) = . Quelle est la limite de k3

Vi+1l/x—=V1-1/x
en +oo?

Il y a des indéterminations au numérateur et au dénominateur. On va donc multiplier nu-
mérateur et dénominateur par les expressions conjuguées.

On calcule:

VX-Vx+1
V1+1/x—vV1-1/x
(VI +VI-T/0(x-Vx+ DI+ Vx+ 1)
VI +VI—U0WT+ 1Ux - VI- 0T+ Vx+1D)
W1+l x+V1-1/x)(x-x-1)
1+ 1Ux-1+1/0)/x+Vx+ D)
Or —v1+1/x- \/l—l/x —

On utilise la méthode de factorisation par le terme le plus fort (dans les racines) :

hs(x) =

— (—VI+1/x-VI=1/%) al
- 2(/X+Vx+1)

—2 mais le quotient reste une forme indéterminée.

X X X 1
2VX+Vx+D) 20/x+vxVIi+ln) VX 2+2V/1+1/x
—— —————
=Vx +oo x—+00

X—+00
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Ainsi h3(x)

—00
X—+00

Utilisation de taux d’accroissement
On rappelle :

& Théoreme (taux d’accroissement usuels).

e*-1
-1
X x—0

. In(x+1)
(ii)) ————1
X x—0
.... Inx
(iti)) —— —1
x—1 x—1
. Q+x%-1
(iv) a
X x—0

(1)

sinx
(vr) ———>1
X x—0

Toutes ces limites sont des nombres dérivés des fonctions de référence (détails laissés au lecteur) :
(i) x—e*eno,
(ii) x—In(1+x)eno,
(iii) x—Inxenl,
(iv) x—(1+x)%en0,
(v) x—sinxeno.
On dispose, en utilisant les taux d’accroissements, d'une méthode pour calculer des limites.

Exemple.

VX _

1. Soit g; la fonction définie sur R, par g;(x) = ¢ . Quelle est la limite de g, en 0" 2

Il s’agit d'une forme indéterminée. On «voit» un taux d’accroissement (TA en abrégé), préci-
sément :

On transforme donc 'expression :

eVi_1 eV* -1 1

(x) = = X —
&1 x VE Jx
.. .. eV —1 . .
Ainsi, comme ¢ = v/x — 0 par composition —— 1 puis par produitona: g;(x) —
x—0 ﬁ x—0 x—0*

+00
Pour la rédaction, comme pour les CC, on doit citer les taux d’accroissement quand on les
utilise.

In(1 +si
2. Soit g, la fonction définie sur [—7/4,7/4] par g»(x) = In(1 +sin x)

0?

- . Quelle est la limite de g en
sinx

Ona:

In(1+¢
¥—>1(TA) et t=sinx——0
I t—0 x—0

par composition il vient : g, (x) gy 1
X—

3. Soit g3 la fonction définie sur [-7/4,7/4] par g3(x) = %. Quelle est la limite de g3 en 0?
Ona: |
t
In(0) 1(TA) et t=cosx—1
r—1 t-1 x—0

In(cos x) _ In(cos x)

En écrivant g3(x) = par composition il vient : g3(x) gy -1
X—

l-cosx  cosx—1
. . (s V1i+xlnx-1 .
4. Soit g4 la fonction définie sur R} par g4(x) = % Quelle est la limite de g, en 07 ?
xIlnx

Notons pour commencer que h : x — 1+ xInx est dérivable par produit sur R} et que sa
dérivée est x—Inx+1. On résout :

Inx+1>0<lnx>-1l<x>e !

d’ou les variations

k' (x) - 0 +

h \ 1+e‘1ln(e_1)/

1 . , .
Orl+e'ln(e) =1-- avec e = e' > ¢ = 1 (croissance de I'exponentielle sur R), donc 1 +
e

e lln(e™!) > 0, ce qui montre, d’apres les variations, que pour tout x € R*, h(x) > 0 et cela
justifie la bonne définition de g, sur RZ.
On a ensuite :

vVi+it-1 1
—(TA) et t=xlnx——0
t —0 2 x—0*

e 1
Par composition il vient : g4 (x) 5
x—>

+ 2
e’ —
5. Soit g5 la fonction définie sur ] — 1, +oo[ par gs(x) = s’ Quelle est la limite de g5 en 02
Ona:
e*—1 e’ —1 X

= X —_—

In(1+ x) X In(1 + x)

N——r
——1(TA) ——1 (TA «al’envers»)

x—0 x—0

par produit il vient : g5(x) — 1
X—

Cette méthode sera avantageusement remplacée au milieu de sup par l'utilisation de développe-
ment limités.

Théoremes d’encadrement et de comparaison.
Les deux théoremes suivants sont souvent utiles :
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& Théoreme (encadrement).

Soient f, g, h trois fonctions définies au voisinage de a € R U {—o0, +o0}, soit ¢ € R.
On suppose qu’au voisinage de a, f(x) < g(x) < h(x) et f(x) — ¢ et h(x) — l.

Alors g(x) - l.

En particulier, si au voisinage de a, 0 < |g(x)| < h(x) et h(x) —— 0, alors |g(x)| — 0 donc g(x) —0.

& Théoreme (comparaison).

Soient f, g deux fonctions définies au voisinage de a € R U {—oo, +00}.
On suppose qu’au voisinage de a, f(x) < g(x) et f(x) — . +oo.

Alors g(x) — +oo.
X—a

Produit d’'une fonction bornée et d’'une fonction qui tend vers 0

Le produit d'une fonction bornée par une fonction qui tend vers 0 tend vers 0.

En effet, dire qu'une fonction f est bornée sur un ensemble D est équivalent a I'existence d'une
constante K (positive) telle que pour tout x € D, | f(x)| < K. Ainsi si f est bornée et g tend vers 0 en a,
alors on a

VxeD, |f(x)gWw)|<|f)||gw)|<K|gx)

et comme K |g(x)| ——0, par encadrement, f(x)g(x) —0.

Exemple.

1 . . .
xsin(—) 0 puisque x —- 0 et x— sin(1) est bornée.
X

x—0F X—

3. Tracés: méthode générale

On rappelle, et on admet, le résultat essentiel suivant :
& Théoreme (dérivée et variations).

Soit I un intervalle non trivial. Soit f : I — R une fonction. On suppose que f est dérivable sur
I. Alors :
— f est constante sur [ si et seulement si f' =0 sur I.
— f est croissante (respectivement décroissante) sur I si et seulement si f’ = 0 (respecti-
vement f’ <0) sur I.
— f eststrictement croissante (resp. strictement décroissante) sur I si et seulement si f’ >
0 (resp. < 0) sur I et 'ensemble des points ou1 f’ s’Tannule ne contient aucun intervalle
non trivial.
En particulier, si f' > 0 (respectivement f’ < 0) sur [, alors f est strictement croissante
(respectivement strictement décroissante) sur I.

Remarque.

— 1l est essentiel de se placer sur un intervalle non trivial I (et cette fois le résultat ne
s’étend pas a un une réunion d’intervalle non triviaux).

— Si f/ >0 (resp. f' <0) sur I sauf en un nombre fini de points, alors f est strictement
croissante (resp. strictement décroissante).
En effet les seuls intervalles contenus dans un ensemble fini de points sont des inter-
valle réduits a un point, donc triviaux. Ainsi f’' =0 (resp. f’ < 0) sur I et n’est nulle sur
aucun intervalle non trivial.
C’est la situation que I'’on rencontrera en pratique.

Exemple.
Soit f : x— x3. f est dérivable sur R et on calcule :

VxeR, f/(x)=3x°

Ainsi f' > 0 sauf en 0, donc f est strictement croissante sur R.
On rappelle aussi la définition d'une asymptote au graphe d'une fonction.

am Définition (Asymptotes a une représentation graphique).

Soit f une fonction.

« Sila fonction f est définie sur un intervalle d’extrémité x, € R ouvert en x, et si )611_{1;0 fx)=
+o0, alors la droite d’équation x = x, est appelée asymptote verticale au graphe de f.

« Sila fonction f est définie sur un intervalle d’extrémité +oo et si xlﬁirinoo f(x)=yo € R, alors la
droite d’équation y = y, est appelée asymptote horizontale au graphe de f.

On peut aussi étudier la convexité d'un graphe.

am Définition (interprétation géométrique des variations de la dérivée).

Si f est une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I non trivial, les variations de f’
(données par le signe de f”) s’'interpretent géométriquement.
— Si f” =0 sur I, alors la dérivée est croissante et on dit que f est convexe sur I.
— Si f” <0 sur I, alors la dérivée est décroissante et on dit que f est concave sur I.
— Si f concave (respectivement convexe) sur I, = InJa— 9, a et convexe (respectivement
concave) sur I = Inla,a+6[, oud >0 et a€ I, alors on dit que a est un point d'inflexion
du graphe de f.

Remarque.

— Cette définition sera réintroduite dans un contexte plus général dans un chapitre ul-
térieur.

— Pour tracer la courbe représentative d'une fonction f, il est utile de compléter I'étude
de f par celle du signe de f”.
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Nous sommes maintenant «équipés» pour étudier les variations d'une fonction.

e

Etude et représentation graphique d’une fonction f.
1. On commence, s'il n'est pas donné, par déterminer '’ensemble de définition D de f.

2. On cherche les symétries (parité, périodicité, ...) et on réduit en conséquence I'intervalle
d’étude.

3. On cherche I'ensemble de dérivabilité de f ('ensemble sur lequel f’ existe).

4. On étudie le signe de f’(x) puis on dresse le tableau de variations de f : sur la premiere

ligne, les valeurs particulieres de x obtenues aux étapes précédentes; sur la seconde, le
signe de f'(x) et sur la troisieme, les variations de f.

5. On complete le tableau de variations par les images et les limites éventuelles de f.

6. On étudie la convexité du graphe en étudiant le signe de f”(x), on complete le tableau de
variations de f en ajoutant une nouvelle ligne.

7. On construit la représentation graphique et on y place :
« les points ou la dérivée s’annule pour lesquels la tangente a la courbe est horizontale;

« les asymptotes;

« éventuellement quelques tangentes, notamment lorsque 1'on connait en un point la
valeur de la fonction et la valeur ou la limite de la dérivée;

« onrespecte la convexité lorsqu’elle a été étudiée.

Exemple.
—y2
Etudier et représenter graphiquement la fonction f : x— x a2 (étude de la convexité non de-
X
mandée).
Solution.
Le dénominateur ne s’annule pas sur R, mais pour que la racine carrée existe, il faut prendre x €
[-1,1]. On a donc D = [-1;1]. On remarque que f est impaire et donc on étudie la fonction sur
1-3x?
I'intervalle I = [0,1]. f est dérivable sur [0,1[ et Vx € [0,1], f'(x) = .
V1-x2(1+x?)2
On ale tableau de variations suivant : et la courbe suivante :
1
x |0 7 1
ol + 0 - -oo q V“\

1
fo/zﬁ\o

On observe que f admet un maximum global ﬁ atteint en % et un minimum global 0 atteint en
Oeten 1.
Exemple.

+ x2

5 (étude de la convexité non de-
X

4 . . . . 1
Etudier et représenter graphiquement la fonction g : x— x !

mandée).
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Solution.

Le dénominateur s’annule en +1 et la quantité sous la racine est toujours strictement positive. On

a donc D = R\{*1}. g est impaire. On étudie la fonction sur D’ = [0;1[U]1; +ool[. g est dérivable sur
3x2+1

VI+x2(1-x2)2

On obtient la courbe suivante :

son ensemble de définition et Vx # +1,g'(x) =

On ale tableau de variations suivant :

x |0 1 +00 | |
gl + +
+00 -1 : :

g 0/ —oo/ Tt
-1. /|01

Les droites d’équations x = +1 sont !
asymptotes verticales et les droites |
d’équation y = -1 et y = 1 sont
asymptotes horizontales en respecti-

vement +oo et —oo, , o
On observe que g n'a pas d’extremum global, ni d’extremum local.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
[
1
1
1
I e

Exemple.

Soit f la fonction définie par la formule f(x) = s

Tracer le graphe de f.

Solution.
f est définie sur D = R\ {-1}. x— e* (référence) et x — 1+ x (affine) sont dérivables sur D et comme
x— 1+ x ne s’annule pas sur D, par quotient, f est dérivable sur D. On calcule :

>0
X 1 X X
e*(1+x)—e X e
VxeD, f(x) = ( )2 = 5
(1+x) 1+x)
>0
ce qui montre que la dérivée est du signe de x.
On calcule les limites :
fO =0 O =00 [l ——— 400, [flx) = +oo

et (0) =1.
Enfin, f’ est dérivable sur D (quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule
pas sur D). On calcule :

1+x)e*(1+x)*-2(1+x)xe*  (1+x%)e”
(1+x)* S (1+x)8

VxeD, f'(x)=

et donc
f"x)>0e=1+x>0= x> -1
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On peut alors dresser le tableau complet des variations :

X |—oo -1 0 +00
' - - 0 +
o \ +00 \ 1 / +00
—00
I - +
f concave convexe

Le graphe de f admet une asymptote verticale d’équation x = —1 et une asymptote horizontale
d’équation y = 0 au voisinage de —oo.

P
W

4. Tracés: fonctions usuelles

Les variations et tracés des fonctions de référence sont a connaitre par coeur : vous devez pouvoir
tracer les graphes de ces fonctions et leurs éléments remarquables sans hésiter!

a) Trinome du second degré

Soient a, b, c € R, on suppose que a # 0. Soit f : x — ax?®+ bx +c.

Alors pour tout xe R :

fx)=a (x - _—b)z - M (forme canonique)
Bl 2a 4a 9
VN -b+vVA L
= alx- X — (forme factorisée)
si A=b2—4ac=0 2a 2a

On en déduit les variations de f dans les 4 cas suivants (le cas A = 0 est inclus dans les premiers

-b-vVA -b - A
tableaux, dans ce cas bz—\/_ = —b = M) :

a " 2a 2a
A=z0eta>0 A=z0eta<0
b _ _ -b—vA -b —b+vVA
X||—o0 bZa\/Z 2_2 bz—,—a\/z +00 X||—o0 2a 2a 2a RESY
Foo Foo _A
4
; I N L, 0o ; . TN
ﬁ; —oo///) \\\N—oo
A<Oeta>0 A<Oeta<0
X = +00 X||—o0 b +00

2 2a

—c0 b
Foo Foo
; \_A>0/

4a

_A
f—oo/ 4a<0\—oo

De plus, f est convexe si a =0 et concave sinon.
On dispose alors des tracés correspondants :

-4 -3 -2\-1 1

A=z0eta>0 Az0eta<0
3 3
2
1 1
kl/

A<Oeta>0

W

— N W

»J
A 4
|
w

—4—3—2—1”1) 1 2 3 4

b) Logarithme

In est deux fois dérivable sur R}, In’ : x — ; et In” : x — —-%. Ainsi In est (strictement) croissante et
concave sur R7.
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Par ailleurs : In(x) —— —oo et In(x)

x—0t X—+00
Enfin, le graphe de In admet une tangente au point d’abscisse x = 1 d’équation y = x - 1.
On en déduit le tracé :

+00.

c) Exponentielle

exp est deux fois dérivable sur R, exp’ : x— e* et exp” : x— e*. Ainsi exp est (strictement) croissante
et convexe sur R.

Par ailleurs : e* 0eter

+00.
X——00 X—+00

Enfin, le graphe de exp admet une tangente au point d’abscisse x =0 d’équation y = x + 1.
On en déduit le tracé :

W

d) Puissances réelles

*

Par définition, pour tout a € R, pour tout x € R*, on pose x* = e

aln(x)

Comme vu précédemment dans un exercice, cela permet de prolonger la définition des puissances
entieres (éventuellement négatives) au cas de puissances réelles, mais seulement pour les valeurs
de x> 0.

Sif:x— x% alors f': x— ax® ! estdusigne de a, et f" : x— a(a—1)x*"2, du signe de a(a - 1). Ainsi
f asamonotonie déterminée par le signe de « et est concave si et seulement si a € [0,1], et convexe
sinon.

On dispose des tracés (3 cas principaux: a <0, a €]0,1[, a > 1, et deux cas «dégénérés» : a =0 et a = 1).

a>1

3 1

2 1

1 .

a<0
0 1 2 3 4

e) Fonctions trigonométriques
On rappelle que cos et sin sont dérivables sur R, et cos’ = —sin et sin’ = cos. Les propriétés de 27u-

périodicité et les signes de ces fonctions étant connus (revu précédemment) on donne a la suite les
tracés a connaitre :

COoSs 4

T P 27 f
2 2
1 .

sin A

et

. sin o e 1
Enfin, tan = — est deux fois dérivable sur ] —n/2,7/2[ et est n-périodique. On calcule tan’ : x — 1+
cos

tan?(x) = et tan” : x — 2(1+tan?(x)) tan(x), donc elle est strictement croissante sur | —/2,7/2],

cos?(x)
convexe sur [0,7/2[ et concave sur | —x/2,0].

On dispose du tracé :
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d5.

— N W

[« =]
Vv

-3n/2 /77 n/2 /7 3m/2

Inégalités

On peut utiliser les fonctions pour démontrer des inégalités.

Exemple.
Démontrer :

1. VxeR, ef=x+1.
2. Vxe]l-1,+o0[, In(1 + x) < x.

3. VxeR,, sin(x) < x.

Solution.

1. Lafonction f : x— e*— x—1 est dérivable sur R et on calcule :
VxeRR, fl(x)=e*-1

On résout :
flX)>0e=e"-1>0=¢e">1<=x>0

On en déduit les variations :

X |—oo 0
f'(x) - 0 +

D’apres les variations : Vx e R, f(x) =0, c’est-a-dire :

+00

VxeR, ef=x+1

2. Lafonction g : x— In(1+ x) — x est dérivable sur ] — 1, +oo[ (composition de x — 1+ x dérivable
sur ] —1,+oo[ et a valeurs dans R} avec x — Inx dérivable sur R}) et on calcule :

1 X
VxeR, g'x)=———-1=—"
& 1+x 1+x

On en déduit les variations :

x |—1 0 +00

g'(x) + 0 -

N SN

D’apres les variations : Vx e R}, g(x) <0, c’est-a-dire :

Vxe]l-1,+oo[, n(1+x)<x
3. Lafonction & : x — sinx — x est dérivable sur IR, et on calcule :
VxeR, h'(x)=cos(x)—1<0

On en déduit les variations :

+00

Wx)| -
0
h ™~

D’apres les variations : Vx € R, h(x) <0, c’est-a-dire :

VxeR], sin(x) <x

Remarque.

Ces inégalités sont exigibles : il faut pouvoir les énoncer, les utiliser, et les démontrer si on le
demande.

6. A propos du corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires

On rappelle la notion de continuité :
as Définition (continuité).

Soit f : I — R une fonction, o1 I est unintervalle non trivial. Soit a € I. On dit que f est continue
enasi: f(x) ﬁf(a).
Si f est continue en tout point de I, on dit qu’elle est continue sur I.

Un résultat utile : si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Au lycée on utilise beaucoup le «corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires» alors que les
hypotheses de ce théoreme ne sont pas explicitées par le programme officiel, faisant de ce théoreme
un résultat «fourre-tout» qui sera assez mal accueilli en prépa.

Vous allez donc vous «déshabituer» de son usage, et lui substituer la combinaison «théoreme de la
bijection» et application a la résolution d’équation.

On considere une équation de la forme f(x) = a, ou f est une fonction définie sur un intervalle I
et a un réel. On suppose que f est continue (premiere hypothese a citer, en général justifié car elle
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est dérivable) et strictement monotone sur I (deuxieme hypothese a citer, justifiée a l'aide du signe
de la dérivée), alors f est une bijection de I vers J = f(I) (qui est un intervalle dont les extrémités
sont calculées al’aide des limites de f aux extrémités de I, a faire explicitement). Or a € J (a vérifier),
donc il existe un unique x € I tel que f(x) = a. Si besoin pour montrer que x est compris entre deux
réels a et B, on compare f(a), f(x) et f(B) et on conclut par la monotonie de f sur I.

Exemple.

On veut montrer que 'équation : x +In(x) = 2 admet une unique solution sur R}, notée x,, puis
montrer que 1 < xg < 2.

Pour cela on introduit f : x — x+In(x), c’est une fonction dérivable sur R’ par somme de fonctions
dérivables sur R (fonctions x — x et x — In(x), de référence).

1 .. . L. . .
Oncalcule:Vxe R}, f'(x) =1+—= > 0. Ainsi f est continue (car dérivable) et strictement croissante
—oo et f(x)

x—0* X—+00

(car de dérivée > 0) sur R;. Comme de plus f(x) +00, on en déduit que f

est une bijection de R} vers R.

Or 2 € R, donc il existe un unique x € R} tel que f(x) =2, c’est-a-dire xq + In(xp) = 2.

Enfin, on calcule: f(1) =1<2= f(xg) et f(2) =2+1In(2) >2 = f(xo), donc par croissance de f sur R,
il vient 1 < x < 2.

7. Exercices

? Exercice 26.

Etudier la dérivabilité et préciser I'expression de la dérivée des fonctions suivantes :

_2x* -2 _ -1 3. f(x) = InBx>+2)
1. f(x)= B 2. f(x)—36x+5
4. fx) = (In@x+1)° 5. fx)=eV2x+1 a f(x):m(zxﬂ)

In (1 + sin(x))

7. f(x) =sin(x* +1In(x)) >
x“+x+1

8. f(X) = tan(3x+ 1) 9. f(x) —
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? Exercice 27.

Etudier I’ensemble de définition, de dérivabilité et la dérivée des fonctions suivantes :

1. f:x—vxlnx 2. fix—(1+2%%nBx) (@eR)
3. fix—V1-x? ‘ 4, f:x-—»xe"2
5. f:x— (x*+1)" (aeR) ‘ 6. f:x—x"
7. f:x-—>(1+x)x2 8. f:x-—>5xz—+1
(x+1)2

5x2+1 e Inx
9. f:x,_,m 10. f:x—Bx+1)
11. f:x»—»ln(l+%) 12. f:x—1In(e*+e™)
13. f:x—In(cos*(x)+1) | 14. f:x—Intanx

? Exercice 28.

Calculer les limites suivantes :

1. e*+4x+1 en +oo 2. x+vx en +ooeten 1 3 X +x+1 en —
o —3 (0,0]
x> —x
5x° +2x3 -2 6x5—1 2x° —4x+1
4, x—x\/_ en +oo 5. en —oo 6. —— en +oo
x3+1 xB-1 54
2 _ 1
x°—1 7
7. 5——— enl 1-3 g, ZEVEEL S oo
xc—2x+1 8 - en 0 x2+ x2+1
1__
X
10. l(\/ﬁ—x—l) en +oo 11. xInx—x eno 12. ¥ -x en +oo
X
13. (x*’+Inx)e en +oo 14. — i s 15. e“*—3¢** +_e’”2 en —oo et +oo
16 e — ot il 17. vx+1-vx—-1 en +oo 18 Vx2+1-v2 en 1
. ((lnx)3+x)2 : x—1
x-9 xz Vx 2
19. en9 20. xln( ) st 21. eV*-2lnx—x~ en+oo
Vx-3 vz 1+x
2 x
29 1-x % eno 23. (x-2)In(x*-x-2) en2* 24. x*e¢™¢ en+oo
X
3 X
25. e Y*Inx eno* 26. e“In(x*+x) en-oo gp ST
X
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? Exercice 29.

Pour tout réel y, on note | y| sa partie entiére : c’est le plus grand entier naturel non nul infé-
rieur ou égal a y. Ainsi, sineZ, alors |y| =n<=n<y<n+1.

? Exercice 33.

Soit f la fonction définie par la formule : f(x) = In(1 + x?).

1. Déterminer '’ensemble de définition de f.
Calculer les limites suivantes : 2. Etudier la parité de f.
o (nxd + x 1 sinx 3. Etudier les variations (limites comprises) de f.
1‘ l' 2. lim _ . 1m = o o, » , e , . ye o
T x—+00 2 /% + % tox x—+o0 x 4. Etudier la convexité de f, préciser les éventuels points d’inflexion.
. ) 3 ox 5. Préciser les équations des tangentes au graphe de f aux points d’abscisses x = -1 et x = 1.
im —xex im —xex e’ —e ;
4. xl—l}-&l-loo e > ;lcl—% e 6. lim — 6. Etudier le signe et la limite en +oo de f(x) —2In(x) sur R}.
x—+00 x> +Inx + cos x
- - 7. Tracer dans un méme repere :
sinx + cos x sinx + cos x T e VI — ¥
7 xlir+n ————— 8 lin%—1 9. }}H}) l+x-v1-x — le graphe de f,
—+00 4 xX— = . y g
Xy Xy — les tangentes au graphe aux points d’abscisses x = -1 et x =1,
10. lim 1 _ 1—x 12. lim Lx) — le graphe de la fonction x — 21n(x).
Ca=0V25x2— /2 1. }CIH} 1-x S0 x
1 1 X
13. limx {—J 14. lim x {—J 15. lim Lxl
x—0 X X—+00 X X—+00 X
? Exercice 34.
Soit f la fonction définie par la formule :  f() =4t> —2tIn(t) - 1
? Exercice 30. Soit Cy la courbe de f dans le repere orthonormé (O, i, j). On donne aussiln2 = 0,7 a 0,02 pres.
Calculer les limites suivantes : 1. Déterminer I'’ensemble de définition @f de f-
vlnx—2In2 2 2 2. Montrer que f est deux fois dérivable sur ]0,+oo[, puis calculer f'(¢) et f”(t) pour tout
L lim ——— 2. lim &1 3. lim & t>0.
- - x—0 X x—=0 X P . . 8
I In( ) Y 3. En déduire le tableau des variations (avec les limites en 0* et +oco) de f’ sur 10, +ool.
n(cos(2x . In(1+cosx . x%— ) i o )
4. lim T ein(n) 5. thz T oosx 6. lim o (avec a > 4. Déduire de la question précédente le signe de f’() pour tout ¢ > 0.
’ 1) Dresser le tableau conjoint des variations et de convexité de f (avec les limites en 07 et

? Exercice 31.

Démontrer :

? Exercice 32.

1 1
VxeR,, \/1+x>1+§x—§x2

+00).
Préciser les éventuels points d’inflexion, en étudiant le signe de leur(s) ordonnée(s).

Déterminer I'équation de la tangente a C; au point d’abscisse 1/4, et préciser la position
de Cy par rapport a cette tangente.

On pose f(0) = —1.
(a) Montrer que f est continue a droite en 0 (c’est-a-dire que f(r) o 1).
t— ar

(b) Etudier la dérivabilité de f en 0. Interprétation géométrique?

. Tracer la courbe représentative de f sur ]0,1].

On fera apparaitre les propriétés étudiées dans les questions précédentes (convexité,
tangentes, positions relatives des courbes...).

Etudier la convexité des fonctions suivantes sur leur ensemble de définition et rechercher les 8. (a) Montrer que I'équation f(r) = 0 admet une unique solution & sur ]0, +oof.
éventuels points d’inflexion de leurs courbes représentatives. Tracer le graphe de f. (b) Montrer que 0 < a <1. .
c¢) Montrer que In(a) =2a— —.
1. f(x) = (nx)? i (c) el 2a

2. f(x)zex—x?—x+1
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? Exercice 35 (plus difficile...).

On considere, pour a réel non nul, la fonction s, définie sur R} par:

_a _.a
ha(x) :xl x* _ e(l x*)Inx

et on note %, la courbe représentative de i, dans un repere orthonormé.

1.
2.
3.

Quel est ’ensemble de définition de la fonction x — x%*? Quelle est sa dérivée?
La fonction h, a-t-elle une limite en 0? Si oui laquelle? (on distinguera deux cas.)
Lorsque cela est possible, on prolonge la fonction h, par continuité en 0 (c’est-a-dire
que si h, a une limite finie ¢ en 0, on pose h,(0) = ¢).
Préciser, quand elle existe, la tangente au point d’abscisse x = 0.

(a) Etudierle comportement de h,(x) quand x tend vers +oo. (on distinguera deux cas.)
he(x)—x

(b) Pour a <0, on pose : g,(x) = xa+ 1 n x

Montrer que g,(x) -1

X—+00

(c) En déduire pour quelles valeurs de a la droite d’équation y = x est asymptote a 6.
(on "rappelle” que la droite d’équation y = ax + b est asymptote au graphe de f si et
seulement si f(x) —ax—b 0.)

X—+00
h

(@) Pour a et b réels non nuls, calculer le rapport h“—gxi

X
(b) Préciser les points communs a €, et 6, pour a # b.
ha(x)
hp(x)
En déduire les positions relatives de €, et 6, pour a < b..

(c) Montrer que : >l (b>aetx#1)

(a) Donner I’ensemble de dérivabilité de h, et déterminer sa dérivée.
(b) Montrer que & (x) est du signe de ¢,(x) =x"*—alnx— 1.
(c) En déduire les variations de h,

Si x est un réel strictement positif fixé, on définit la fonction :

R* — R

He: a — hux)

Etudier les variations de la fonction H,, y compris ses limites.

Soit M(x, y) un point du plan tel que x > 0 et y > 0. Discuter suivant M de |’existence d'une
valeur de a telle que €6, passe par M. Si une telle valeur existe, donner a en fonction de
xetde y.

Représenter sur un graphe la région des points M du plan tels qu'un tel a existe.
Représenter sur un méme graphe €,, €, et 6. oua=1,b=-1/2etc=-2.
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I11. Solutions des exercices

Solution de 1. 2. In(8e) =In(23) +1In(e) =3In(2) + 1.
Faux, Vrai, Faux, Faux, Faux, Vrai, Faux. 3. In(v2) = %ln(Z).

4. In(1/2)+In(2/3)+In(3/4)+In(4/5)+In(5/6) = In(1)-In(2) +In(2) —In(3) +In(3) —In(4) +In(4) —In(5) +In(5) - In(6) =
—In(6).

5. In((3+2v2)2%%%) +In((3 - 2v/2)2°26) = In (((3 +2v2)(3 - 2\/2))2"26) =In ((32 - (2\/5)2)2026) = In((9 - 8)2026) =

Solution de 2. In(12926) = In(1) = 0.

Par définition, v x? est l'unique réel positif ou nul tel que (v x2)? = x°.
Or |x| est positif ou nul et vérifie :

2 six=0

Six<0

x| = x

|x[? = (—x)* = x*

Dans tous les cas, | x| est un réel positif ou nul tel que |x|*> = x°. Solution de 5
Par unicité il vient : vV x? = |x|. olution de 5.

1. Sia €N, notons pour simplifier n = a.

, > . ay — ny — inei ptn(x) — JIn(x") _ ,n _ 17
D’apres le rappel de cours : In(x*) = In(x") = nln(x). Ainsi e e X xx---xx (onutilisele

n=aeNN facteurs

Solution de 3. fait que pour tout réel y >0, ™Y = y, avec ici y = x").
1 * a _ yaln(x) — —(—aln(x)) — 1 _ 1
1. On calcule : ' . ' SiacZ*, alors x*=e e e = pa-
sin(a+b) sin(a)cos(b) + cos(a) sin(b) 2. On calcule directement :
tan(a+ b) = = : ; b bIn(a)
cos(a+b) cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b) In@®) = Ine’@) _ bln(a)
déf. de a? car In(e)=y

En divisant numérateur et dénominateur par cos(a) cos(b) # 0 il vient :
3. On calcule en exploitant les propriétés de l'exponentielle :

sin(a) sin(b)
tan(a+ b) = cos(a) = cos(b) — tan(a) + tan(b) abac — ebln(a) ecln(a) — ebln(a)+cln(a) — e(b+c)ln(a) — ab+c
] — Sin@ sin(b) ] —tan(a) tan(b)
cos(a) cos(b) .
puis
sin(-b) —sin(b) al  ebn@ B B )
2. On observe que : tan(—b) = = = —tan(b). Z -2 _ phn@-ch@ _ ,(b-0ln(@) _ ,b-c
cos(=b)  cos(b) a¢ ~ ecln(a)

Ainsi en remplagant b par —b dans la relation précédente il vient : La relation de la question précédente donne enfin :

tan(a—b) = tan(a) +tan(-b) _ tan(a) —tan(b) (@b = o€In(@) _ gebln(@ _ e
1 -tan(a)tan(—b) 1+tan(a)tan(b)
4. — Sia<O.
Alors linol aln(x) = +oo puis par composition des limites avec l'exponentielle il vient linol x% = +oo.
x—0% x—0%
D’autre part Jim _aln(x) = —oo puis par composition des limites avec l'exponentielle il vient
— 400
lim x%=0.
Solution de 4 Tt 0 . . N . o N
: — Sia=0,alors x* = x" =1, donc en tant que fonction constante égale a 1 sur R, les limites en 0 et
1. In(4) =In(2 x 2) =21In(2). +oo de x — x% sont égales a 1.
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— Sia>0.

Alors lil‘%)l aln(x) = —oo puis par composition des limites avec l'exponentielle il vient linol x*=0.
x—0* x—0*

D’autre part lim aln(x) = +oo puis par composition des limites avec l'exponentielle il vient
X—+00

lim x% = +oo0.
x=+00

5. x— x% estdérivable sur R} par composition.
La formule de dérivation composée pour l'exponentielle donne alors :

d d d 1
a(xoz) — a(eozln(x)) — a(aln(x)) « ealn(x) — a;xa — ax—lxoc — axa—l
Solution de 6.
1. On étudie le signe de la différence :
2 3_2x8 3x7_16-21_ 5 _. .. 2_3
7 8 7x8 8x7 56 56 78

2. On étudie le signe de la différence. Pour tout xe R,ona:
1+x)*—4x=(1+2x+x*)—4x=1-2x+x*=(1-x*=0

Ainsi: VxeR, (1+x)?=4x.

3. Ona:VxeR,-1<cos(x)<1l,donc:VxeR,1<2+cos(x)<3.
Deméme:VxeR,-1<sin(x)<1,donc:VxeR,0<1<2+sin(x) <3.
. . g e 1 1 1
Par inverse de nombres strictement positifs, ilvient : VxeR, - 2 ——— = —.
1 2+sin(x) 3

.. 1 1
Ainsi:VxeR,1<2+cos(x)<s3 et —<—<1.
3  2+sin(x)

En multipliant ces inégalités de nombres positifs, on obtient le résultat demandé :
1 2+
VrxeR, - <0
3  2+sin(x)
4. On étudie les variations de la fonction f : x — 2In(x) — x pour en déduire son signe.

f estdérivable sur R} etona:

. o 2 2—x
vx€R+,f(X)=;—1:T
Ainsi f'(x) est du signede2—x surR; etona:
X 0 2 +00
') + 0 - f@2) = 2n@)-2
2(In(2)-1) ~ 20n@) -1
f / N

Orin(2) = 0,7 donc: 2(In(2) - 1) <0.

On en déduit que : ¥V x e R, f(x) <2(In(2)-2) <0.

Ainsi: VxeRY, 2In(x) —x <0, et finalement : Vxe R}, 2In(x) < x.

Notons qu'il n'a pas été nécessaire de calculer les limites de f en 0 et en +oco.
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Solution de 7.
2 In(3)-2In(2) In@)-In* In(3)-In(4)

1
In@2) In@B) In@)xIn@B) In@)xIn@) In@)xIn@)’
Comme?2>1et3>1,0naln2)>0etln(3) > 0.
De plus comme In est strictement croissante sur R}, on a : In(3) <In(4).
2 In@3)-In(4) 1 2

- = <0, dott: —— < ——.
In2) In(3) In@)xIn(3) In2) 1In(3)
1= (e—=1)—(2e—-3) B 2—e

1. — Oncalcule:

On en déduit que :

— On calcule : e

2e-3 2e¢—3 T 2e-3
Commee=27,0naaussi2e>4,donc2—e<0et2e—3>0.
L. e—1 2—e , . e-—
On en déduit que : 1= <0,doit: <1.
2e—3 2e—3 2e—3

2. — Ona:25<29<36.
Par stricte croissance de t — t* sur R, il vient : v/25 < /29 < v/36.
Ainsi:5<1/29<6.
— Demémeona:64<73<81,donc:8=64<+v73<81=09.
En multipliant par -1 (< 0), il vient : -8 > —/73 > -9,
On ajoute 16 dans chaque membre de l'inégalité : 8 >16—+/73 > 7.

. . 1 . 8 16-v73 7
En multipliant par 3 (>0), il vient : 3> 3 73

.. 9 8 16-v73 7 6 . 16-v73
Enpamculzer:§>§>T>§>§,dou;3>T>2,

Solution de 8.
7x—18 (7x—-18)—-3(2x—-5) x—3
1. On a pour tout x €13, +o0[ : -3= = > 0.
2x—5 2x—5 2x—-5
R 7x—18
Dot : ¥ x €13, +o0], > 3.
2x-5

2. Ona:Vxel0,+oo[,0<1<e”.
En ajoutant e*, il vient : ¥V x € [0, +o00[, e* <1+ e* < 2¢”.
Par croissance de In sur R}, on obtient : ¥V x € [0, +oo[, In(e*) <In(1 + ) <In(2e¥).
Orln(e®) =x et In(2e*) =In(2) +In(e*) =In(2) + x.
On a donc bien : ¥ x € [0, +oo[, x <In(1 + €*) < x +1In(2).

3. On étudie les variations de la fonction f : x — x— 1+ e™* pour en déduire son signe.
f estdérivablesur Retona:VxeR, fl(x)=1-e*.
Par stricte croissance deIn sur R, on a pour tout xe R :

X

flx)>0 <= 1>e¢™* < In(1)>In(e™) < 0>-x < 0<x

Ainsi:
X —00 0 +00
) - 0 +
fO)=0-1+e’=-1+1=0
f N\ /
0
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On en déduit que: ¥V xe R, f(x)=0.
Ainsi:VxeR,x—1+e =0, et finalement: VxeR, x=1-e"".

Solution de 9.
On étudie le signe de la différence (comme t=1,0nat= (V1)?):

t-=1 #-1_20-DvVi -1+ ¢
Vi o2t 2t 2t a

r—1
=-—(1-1?<0
2t

2f(VO - f() =

2_1‘1 2vVi-t-1)

puisque t =1, donct—1=0.
Finalement on a bien démontré que :¥t=1, 2f (/1) < f(1)

Solution de 10.

— Lensemble de définition de (E)) est 2 = R\ {-1,0}, puisque les dénominateurs doivent étre non nuls.
Soit xe R\{-1,0}. Ona: il B

(E]) & —=—— = x+D)xx+])=xxx < (x+1)2:x
X x+1

2

Ainsi : 1
(E)) CH2x+1=x = 2x=-1 & x:—é

Comme —3 € R\ {-1,0}, I'équation (E,) admet une unique solution : —3.

— Lensemble de définition de (E,) est 2 = R}, puisqu’on doit avoir x>0 et x+1>0 et x+2 > 0 pour que
les logarithmes soient définis.
Soit xe R;. Comme t — In(¢) est bijective sur R}, ona:

(B;) <= In(xx(x+1)=In(x+2) < xx(x+1)=x+2
Ainsi:
(Ep) <= Krx=x+2 < x*°=2 < x=V2oux=-Vv2

Comme v2eR* et —v/2 ¢ R%, 'équation (E,) admet une unique solution : v/2.

— Lensemble de définition de (E3) est 2 = R.
Soit x e R. Comme t — In(t) est bijective sur R}, ona:

(B3) < 2¢ *=¢% < InRe ¥ =In(e™?)
Avec les propriétés du logarithme, il vient :
(E3) < In@)+In(e™) =In(e ) < In@2)-—x=-2x

Finalement :
(E3) < —x+2x=-In(2) < x=-1n(2)

Ainsi l'équation (Es) admet une unique solution : —1n(2).
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Solution de 11.
Dans cet exercice, l'ensemble de définition des équations est R.

1. Soit x€ R. On a d’apres le rappel :
(x+2)°=1 e x+2=1loux+2=-1 < x=-1oux=-3

Ainsi I'équation (x +2)? = 1 admet deux solutions : —1 et -3.

Remarque : on pouvait aussi développer, passer tout du méme coté et factoriser, mais c'est maladroit;
on pouvait aussi tout mettre du méme coté et utiliser une identité remarquable, mais c’'est aussi un peu
plus long.

2. Soit x e R. Comme t — 12 est bijective sur R, on a :
x+2°=1 < x+2°%=1® = x+2=1 = x=-1
Ainsi l'équation (x +2)% = 1 admet une unique solution : —1.
3. SoitxeR.Ona:
¥ -4x=0 < xx(x'-4=0 < xx((x*)* -2 =0
On peut factoriser avec lidentité remarquable :
X —4x=0 e xx(x*-2)x(x¥*+2)=0
Comme un produit est nul si et seulement si l'un de ses facteurs est nul, il vient :
X’ —4x=0 < x=0o0ux*=2ou x*=-2
Il West pas possible d’avoir x* = —2. Finalement :
X’ -4x=0 < x=00ux=vV2oux=-v2
Ainsi I'équation x° — 4x = 0 admet trois solutions : 0, V2 et —/2.

4. SoitxeR.Ona:
X +4x=0 < xx(x4+4)=0

Or:VxeR,x*=0,donc:VxeR, x*+4>0.
Le facteur x* + 4 étant non nul, il vient :

X +4x=0 < x=0

Ainsi I'équation x° + 4x = 0 admet une unique solution : 0.

Solution de 12.

1. Ona:vVxeR,e*>0,donc: VxeR,e*+1#0.
Lensemble de définition de I'équation est R.

SoitxeR.Ona:

e’ -1 1 X X X X
=— & (e"-1)x2=1x(e"+1) < 2¢" -2=¢"+1
e*+1 2
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On met les termes en e* d'un coté et les termes constants de l'autre :

e*—1 1 c  x .
== <= 2 - =142 < e =3
eX+1 2
Comme la fonction t — In(t) est bijective sur R}, il vient enfin :
e*—1

o) :5 < In(e®)=n@B) < x=1n@3)

e*—1 _

Ainsi I'équation £33 =  admet une unique solution :In(3).

2. L'équation In(x) +1n(2x) +In(4x) = 3 est bien définie si et seulement si x >0 et 2x >0 et 3x > 0, c'est-a-dire
si et seulement si x > 0.

SoitxeR;.Ona:
In(x) +In(2x) +In(4x) =3 — ln(x x 2X X 4x) =3 < InBx%) =3

Comme la fonction t — e’ est bijective sur R, on obtient : 3
3 e
In(x) +In@x) +In(dx) =3 = "= — 8x¥=¢® = xP=—

23
Comme la fonction t — 1> est bijective sur R, il vient enfin :
3 (€3 e
In(x) +In@2x) +In(4x) =3 <> x3= (5) = x=3
On vérifie que 5 € RY.
Ainsi l'équation In(x) +1n(2x) +In(4x) = 3 admert une unique solution : 5.
3. Léquation v2x—1 = x est bien définie si et seulement si 2x — 1> 0, c'est-a-dire si et seulement si x > 3.

Soit x € [%, +oo[. Comme t — t? est bijective sur Ry, on a:
2x—1=x < (\/Zx—l)zzx2 — 2x—-1=x*> & x*-2x+1=0
En reconnaissant une identité remarquable, il vient :
V2x-1=x < (x—1)2:0 — x-1=0 < x=1

Commelec [%, +ool, l'équation v2x — 1 = x admet une unique solution : 1.

4. L'équation vIn(x) = (ln(x))2 a un sens si et seulement si x > 0 et In(x) = 0, c’est-a-dire si et seulement si
x=1.

Soit x € [1,+o00[. Comme t — t est bijective sur Ry, ona: ,
Vin(x) = (ln(x))2 — (\/ln(x))2 = ((ln(x))z) — In(x) = (ln(x))4

On ramene tout a gauche et on factorise :
Vi@ = (In)* <= I - (Inx)" =0 < In(x) x (1- (Inx)’) =0
Comme un produit est nul si et seulement si l'un de ses facteurs est nul, on obtient :
VInw) = (In(x))* = Inx) =0 ou 1-(Inx)’ =0
Autrement dit :
Vin) = (In))* <= x=1ou (Inx)*=1°
Comme la fonction t — t3 est bijective sur R, on a finalement :
Vin@) = (In())* = x=louln(x)=1 < x=loux=e

On vérifie que 1 € [1,+oo[ et e € [1,+00.
Ainsi l'équation vIn(x) = (In(x))* admet deux solutions : 1 et e.
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3. Linéquation v2x—1> x a un sens si et seulement si 2x — 1> 0, c'est-a-dire si et seulement si x > 3.
Soitxe [%, +oo[. Comme t — t? est strictement croissante sur Ry, ona:
Solution de 13. 2x—1>x (M)z >x% = 2x-1>x% & 0>x*-2x+1
— Lensemble de définition de (I) est 2 = R\ {-1,0}, puisque les dénominateurs doivent étre non nuls. En reconnaissant une identité remarquable, il vient :
Soit x e R\ {-1,0}. Il ne faut surtout pas multiplier par x et par x + 1 dans l'inégalité, puisque les signes
de x et de x + 1 ne sont pas connus! La bonne méthode consiste a tout mettre a gauche puis a réduire V2x-1>x < 0>x-1?

au méme dénominateur : . . o i PR
Or un carré est toujours positif, donc cette derniere inégalité n'est jamais vérifiée.

x+1 X x+Dx(x+1)—xxx
(h) = % TS0 = Tt D) < Ainsi l'inéquation v2x —1> x nadmet pas de solution.
Ainsi : ' Scé 3 :
4 12— 22 2% +1 4. Comme dans la question précédente, on a pour x € [5,+oo :
H) & — <0 & <
x(x+1) x(x+1) 2x—1<x < 0<(x-1)°

On s'aide d'un tableau de signes, construit pour x dans l'ensemble de définition R\ {-1,0} : . . . ) . L . ) L
Or un carré est toujours positif, donc (x — 1)“ est strictement positif si et seulement si (x —1)* # 0, c’est-a-

x | -0 -1 -3 0 +00 dire si et seulement si x # 1.
X - -1 -1 + Ainsi l'inéquation v2x—1 < x admet pour ensemble de solutions : [3,1[U]1,+ool.
x+1 -1+ | + 1 +
2x+1 -/ - 0 + | +
2x+1
X - + 0 - +

2x+1
x(x+1)

Linéquation (I,) admet donc pour ensemble de solutions : ] —oo,—1[U[-1,0[.

Ainsi: () < <0@x<—10u—%<x<0.

— Lensemble de définition de (1) est 2 = R. Solution de 15.

Soit x e R. Comme t — In(t) est strictement croissante sur R}, ona:
1. Ona:vVxeR,e*>0,donc:VxeR,e*+1>0.

- -2 - -2
() < 2¢">e™" < Ine ) >In(e™™) Ainsi l'inéquation a un sens pour tout x € R.
Avec les propriétés du logarithme, il vient : Soit x e R. Comme e* + 1> 0 et comme 2 >0, on peut multiplier par ces quantités dans l'inégalité :
ex - 1 1 X X X X
(L) < In@)+Ine™ >ln(e’2x) — In2)—-x>-2x eX+1 > 2 = (@-Dx2zlx(e+]) = 2¢7-2>e"+1
Finalement : On met les termes en e* d'un coté et les termes constants de l'autre :
(L) < -x+2x>-1In(2) < x>-In(2) e*—-1 1
] 25 = 2¢'-e"2142 < =3
e

Ainsi l'inéquation (1) admet pour ensemble de solutions : ] —1n(2), +ool.

Comme la fonction t — In(t) est strictement croissante sur R}, il vient enfin :

e*-1_1 X
= - < Ine’)=2In(3) <— x=In@A3)
e*+1 2

. . . ’, . x_
Ainsi l'inéquation &= >

o1 3 admet pour ensemble de solutions : [In(3), +ool.

Solution de 14. 2. Linéquation In(x)+1n(2x) +1n(4x) < 3 a un sens si et seulement si x>0 et 2x > 0 et 3x > 0, c’est-a-dire si et
seulement si x > 0.

SoitxeR}.Ona:
In(x) +In(2x) +In(4x) <3 < In(xx2xx4x)<3 < In8x3) <3

1. Linéquation (x+2)?> < 1 a un sens pour tout x € R.
SoitxeR.Commet’<l< -1<t<l,ona:

2
(x+2)"<l <= -lI<x+2<] <= -3<x<-l Comme la fonction t — e' est strictement croissante sur R, on obtient : 3

e
In(x) +In(2x) +In(4x) <3 < B < 03 gl < e = i3« >3

Ainsi l'inéquation (x + 2)* < 1 admet pour ensemble de solutions : [-3,-1].

. — 3 . . . . . .
2. Linéquation (x+2)3 <1 a un sens pour tout x € R. Comme la fonction t — t° est strictement croissante sur R, il vient enfin :

. . 3 . . . e 3 e
Soit xe R. Comme t — t° est strictement croissante sur R, on a : In(x) + In@2x) + In(dx) <3 < < (E) = x<:
(x+2)3<1 — (x+2)3<13 — x+2<]1 < x<-1 . . .
Or, on a pris x dans R} au départ.
Ainsi l'inéquation (x +2)® < 1 admet pour ensemble de solutions : ] - oo, —1]. Ainsi l'inéquation considérée admet pour ensemble de solutions : 10, 7].
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3. Linéquation v x? — x > /2 — x a un sens si et seulement si x> —x = 0 et 2— x = 0, c’est-a-dire si et seulement

Six(x—1)=0etx<2.
Pour déterminer le signe de x(x — 1), on peut construire un tableau de signes :

X -0 0 1 +o0
X - 0 + | +
x—1 - | = 0 +
x(x-1) + 0 - 0 +

Ilvient: x(x—1)=20 < x<0oux=1.
Ainsi l'inéquation v x?> — x > V2 — x a un sens si et seulement si x €] —oo,0] U [1,2].
Soit x €] —00,0] U [1,2]. Comme t — t? est strictement croissante sur R.,ona:

ViZ—x>V2-x < (\/xz—x)2>(\/2—x)2 — xX*-x>2-x

Avec les propriétés de la fonction t — t2, il vient :

Vi2—x>V2—x & x*>2 < x>V2oux<-v2

Or, on a pris x dans | —oo,0] U [1,2] au départ.
On rappelle de plus que v2 = 1,4.

On en déduit que l'inéquation vV x*> — x > v/2 — x admet pour ensemble de solutions :

]—oo,—\/i[u]\/i,Z]

Solution de 16.

L'équation a un sens pour tout x € R et on observe que x* = (x2)°.
Soit xe R. On pose t = x* :
—2x*+3x242=0 &= —2(x*)*+3x%+2=0 < -2/°+3r+2=0
Discriminant: A=3*-4x (=2)x2=9+16=25=5%>0.
L'équation -2t + 3t +2 = 0 admet donc deux solutions :
-3-5 -8 -3+5 2 1

=—=2 e h=—="=--

=~ Tox(—2) -4 2

On reprend les équivalences précédentes :
1
2x'+3x%42=0 &= -212+3t+2=0 = (r:z ou t:—E)

Ort=x?%:

1
“2x*+3x°+2=0 < |x*=2o0u xzz—i @(xz—\/zouxzx/z)

——
impossible

Ainsi l'équation —2x* + 3x? + 2 = 0 admet deux solutions : —/2 et v/2.
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Solution de 17.

1. L'équation a un sens si et seulement si x > 0.
Soit x e R}. En posant t =1n(x), il vient :

2(1n(x))2—3ln(x) +1=0 < 2/%-3t+1=0

Apres calcul, les solutions de I'équation 21> —3tr+1=0sont : § et 1.
On reprend les équivalences précédentes : )
2(ln(x))2—31n(x)+ 1=0 < 2t*-3t+1=0 < (t: 3 out= 1)

Orquet=In(x) :
1
2(In(x))*-3In(x) +1=0 < (ln(x) = ou In(x) = 1)
Comme la fonction t — e’ est bijective sur R, il vient finalement :

2(In(x))*-3In(x) +1=0 < (x=e"? ou x=¢')

Les deux solutions obtenues appartiennent bien a R
Ainsi l'équation 2(In(x))* - 3In(x) + 1 = 0 admet deux solutions : \/e et e.

2. L'équation a un sens, si et seulement si x > 0 et x+1> 0, si et seulement si x > 0 (car dans ce cas on a aussi

x+1>0).
Soit x e R}. Comme la fonction t — In(t) est bijective sur R}, ona:

In(x)+In(x+1)=0 < In(xx(x+1)=In(l) < xx(x+1)=1
Ainsi :
Inx)+In(x+1)=0 < WP+x-1=0

Apres calcul, I'équation x* + x — 1 = 0 admet deux solutions :

-1-v5 -1+5
xlzT et xZ:T

Pour conclure, il reste a voir si ces solutions sont dans R.
Orv5>+v4=2,donc x; <0 et x> 0.

On en déduit que I'équation In(x) + In(x + 1) = 0 admet une unique solution : =%

2

=

3. L'équation a un sens pour tout x € R.
Soit xe R. On a en posant t = e* :
62x+ln(2) + ex+ln(5) —3=0 < er x eln(Z) +e¥ x eln(s) —-3=0
= 2(e9)?+5e°-3=0
— 21°+5r-3=0
Apres calcul, l'équation 21> + 5t — 3 = 0 admet deux solutions : -3 et 5.
On reprend les équivalences précédentes :
i@ 4 G _3-0 «— 22+5r-3=0
— t=-30Uut= %
1

= e¢'=-3 oue'=3
~——

impossible

Comme la fonction t — In(¢) est bijective sur R, il vient finalement :

Ainsi l'équation e***"?) 4 ¢x+In®) _ 3 — 0 admet une unique solution : —In(2).
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4. L'équation a un sens pour tout x € R.
Soit xe R. Comme e* #0, on pee_%t multiplier par e* etona:_,

1
1—2ex=T — exx(l—zex)zexxT — ex—2(ex)2=§

En posant t = e*, il vient :

Discriminant: A=12-4x (-2)x (-1)=1-8=-2 <0.
On en déduit que I'équation —2t* + t — 3 = 0 wadmet pas de solution.
Ainsi U'équation 1 -2~ = 631 n'admet pas de solution.

5. L'équation a un sens si et seulement si 2 — x = 0, c’est-a-dire si et seulement si x < 2.
Soit x €] —o0,2].

On souhaite passer au carré dans l'égalité : pour conserver l'équivalence, il faut pour cela que les deux
membres de I'égalité soient de méme signe, ici positifs.

On note d'une part que si x < 0, alors I'égalité x = \/2 — x ne peut pas étre vérifiée puisqu’'une racine carrée
est un nombre positif ou nul.
On suppose donc pour la suite que x € [0,2].
Comme la fonction t — t? est bijective sur Ry, on a:
x=V2-x = x*=(V2-x)" = x*=2-x < x*+x-2=0
Apres calcul, I'équation x* + x — 2 = 0 admet deux solutions : -2 et 1.
Pour conclure, il reste a voir si ces solutions sont dans [0, 2].
On en déduit que l'équation x = /2 — x admet une unique solution : 1.

6. L'équation a un sens si et seulement si x = 0.
SoitxeR,.Ona:
3 3 Jx
X—Vx=- <= x—--=Vx
2 2

Si x < 3, alors I'égalité x— 3 = \/x ne peut pas étre vérifiée puisqu'une racine carrée est un nombre positif
ou nul.

On suppose donc pour la suite que x € [3, +ool.
Comme la fonction t — t? est bijective sur Ry, ona:

3 3)? ) ) 9
x—\/_:§<:> x—g = (Vx) <:>x—3x+;1:x

Ainsi :
3 ) 9
X—Vx=— << x*—4x+-=0
2 4

Apres calcul, I'équation x* — 4x + 3 = 0 admet deux solutions :

V7

7
X1=2—-—— et Xxp=2+—
! 2 2 2

Pour conclure, il reste a voir si ces solutions sont dans [%, +00l.

Orv7> \/Z:Z,doncg>l.

Ilvient:x1=2—4<2—1=1<% et:x2=2+§>2+1=3>%.

On en déduit que I'équation x — \/x = 3 admet une unique solution : 2 + 4
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Solution de 18.

Linéquation a un sens pour tout x € R et on observe que x* = (xz)z.
Soit xe R. On pose t = x* :
—2x 43324220 = -2(x*)*+3x%+220 <= -22+31+2>0
Discriminant: A=3%-4x (-2)x2=9+16=25=5%>0.
Le polynéme t — 21> + 3t + 2 admet donc deux racines :
-3-5 -8

=—=2 e h=—="—"=—=

tl = =
2x(=2) -4

Comme a= -2 <0, on obtient le tableau de signes suivant :

-1/2 2 +00
212 +3t+2 -0 + 0 -

t —00

On reprend les équivalences précédentes :
1
25" +3x° 4220 = -2°+3t+220 < -5 Sts2
Ort=x2.' 1
—2x'+3x° 4220 = —EstSZ = x’<2 &= -V2<x<V2

On a pu supprimer l'inégalité - < x* puisqu’elle est toujours vraie.
Ainsi l'inéquation —2x* + 3x* + 2 = 0 admet pour ensemble de solutions : [-v/2,V/2].

Solution de 19.

1. Linéquation a un sens si et seulement si x > 0.
Soit x e R}. En posant t =In(x), il vient :

2(Inx)* -3In(x) +1>0 < 2:2-3t+1>0

Apres calcul, le signe du polynome t — 2t> — 3t + 1 est donné par :

t —00 1/2 1 +00
212 -31+1 + 0 - 0 +

On reprend les équivalences précédentes : )
2(In())*-3In(x) +1>0 < 22 -3r+1>0 < (r< Jout> 1)

Ort=In(x):
2(In(x))* -3In(x) +1>0 < (ln(x) < % ou In(x) > 1)
Comme la fonction t — e’ est strictement croissante sur R, il vient finalement :
2(ln(x))2 -3ln(X)+1>0 < (x< e'’? ou x> el)

On rappelle que les solutions de l'inéquation sont a chercher dans R
Ainsi l'inéquation 2(In(x))” - 3In(x) + 1 > 0 admet pour ensemble de solutions :

]0,ve[u]e +oo|
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2. Linéquation a un sens si et seulement si x > 0 (dans ce cas on a aussi x +1>0). Discriminant: A=1*-4x (-2) x (-3)=1-3=-2 <.
Soit x e R. Comme la fonction t — In(t) est strictement croissante sur R}, ona: On en déduit que le polynome t— —2¢2 + £ — % nadmet pas de racine.
In(x)+In(x+1)<0 < In(xx (x+1))<In(l) = xx@x+1)<1 Commea=-2<0,0naalors:YteR, -2t +¢-1<0.
Ainsi : Ainsi l'inéquation 1 -2e* = ‘%x n'admet pas de solution.

2 f—
In@)+In(x+1) <0 = x"+x-1<0 5. Linéquation a un sens si et seulement si 2 — x = 0, c'est-a-dire si et seulement si x < 2.

Apres calcul, le signe du polynéome x — x? + x — 1 est donné par : Soit x €] —o0,2].
s 7 On souhaizje passer au 'cc'lrré dans l'inégalité : il faut pour cela que les deux membres de l'inégalité soient
X —o0 2 2 +oo de méme signe, ici positifs.
P +x-1 + 0 - 0 + On note d'une part que si x < 0, alors l'inégalité x > \/2 — x ne peut pas étre vérifiée puisqu'une racine
carrée est un nombre positif.
On reprend les équivalences précédentes : 1B 14vE On suppose donc pour la suite que x € [0,2].
() +In(x+1) <0 <= x*+x-1<0 < —,  SAsST— Comme la fonction t — t? est strictement croissante sur Ry, ona:

. . . N x>V2—x e x*>(V2-x)" e ¥>2-x < F*+x-2>0
On rappelle que les solutions de l'inéquation sont a chercher dans R ( )

_ L Z1-v5 _1+V5 Apres calcul, le signe du polynome x — x* + x — 2 est donné par :
Orv5>v4=2,donc: =52 <0 et =52 >0.
Ainsi l'inéquation In(x) +In(x + 1) < 0 admet pour ensemble de solutions : |0, ‘lg‘@ | X > —2 1 too
e : ¥ +x-2 + 0 - 0 +
3. Linéquation a un sens pour tout x € R.

SoitxeR.Onaenposantt=e*: On reprend les équivalences précédentes :

62x+ln(2) + ex+ln(5) —3>0 <— er x eln(Z) +e¥ x eln(5) —-3>0

— 2(e")*+5e*-3>0
— 2245(-3>0 On rappelle que les solutions de l'inéquation sont a chercher dans |0,2].
Ainsi l'inéquation x > /2 — x admet pour ensemble de solutions :11,2].

X>V2-x < ¥*+x-2>0 < (x<-2o0ux>1)

Apres calcul, le signe du polynéme t — 2t> + 5t — 3 est donné par : . . . .
6. L'équation a un sens si et seulement si x = 0.

4 —o0 -3 1/2 +0oo SoitxeR,.Ona: 3 3
212 +5t-3 + 0 - 0 + x-Vi=s = x—Ez\/}
On reprend les équivalences précédentes : ) Six < 3, alors I'égalité x— 3 = \/x ne peut pas étre vérifiée puisqu'une racine carrée est un nombre positif.
2@ 4 oG _350 — 212 45r-3>0 < [t<-3out> 5 On suppose donc pour la suite que x € [3, +ool.

Comme la fonction t — t? est bijective sur R, ona:
Orquet=e*:

3 3)? ) ) 9
x=Vi=3 = |x-3 =(Vx) = X -3x+ o =x

1 1
ePHIN@ 4 ot NG _350 = | e¥<-3 ouet>-| = e >- e
— 2 2 Ainsi :

impossible 3 5 9
X— x=§ — x"—-4x+-=0

Comme la fonction t — In(t) est strictement croissante sur R, il vient finalement :

1 Apres calcul, Uéguation x* — 4x + 2 = 0 admet deux solutions :
62x+ln(2) + ex+ln(5) —-3>0 x> ln(é) p q 1

7 V7
Ainsi linéquation e?**"@ 4 ¢¥+In® _3 5 0 admet pour ensemble de solutions : n=2-—- el =2+ —-

1—-1In(2), +oo] Pour conclure, il reste a voir si ces solutions sont dans [%, +o00l.
Or\/7>\/1:2,d0nc§>l.

Hvient: xy=2-¥L <2-1=1<3 et: xy=2+YL>2+1=3>2,

4. L'inéquation a un sens pour tout x € R.
Soit x € R. Comme e* > 0, on peyt multiplier par e* etona:_, )
e . . IS . . .
1-2¢">"— < e"x(1-2e%=e*x ¢ — o 2(e%)?% == On en déduit que I'équation x — /x = 3 admet une unique solution : 2 + 4
3 3

w

En posant t = e*, il vient :

PV Y
1-2e" = — -2t°+t =0
3 3
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Solution de 20.

Pour tout ne N, on note #,, : 2" 1 < nl.

> On calcule 2~ = 1 <1=0l, donc 7, est vraie.

> Soit n € N. On suppose que ¢, est vraie. Par hypothése de récurrence, on a : 2! < nl. Comme (n+1)! =
n! x (n+1), on multiplie par n+1 >0 pour obtenir : 2" '(n+1) < (n+ 1)\
11 suffit de justifier maintenant que 2" < 2"~ '(n + 1), c'est-a-dire en divisant par 2"~' >0, que2 < n+1, ou
encore 1 < n. On rencontre ici une difficulté car pour l'hérédité on a seulement pu supposer que n € N.

On va donc supposer que n = 1, mais il faudra démontrer a part que 7, est vraie pour que la récurrence
soit complete.

Sin=1,alors n+1=2 puis 2" '(n+1) = 2" donc comme (n+1)! = 2" (n+1) d'apreés ce qui précéde, on a
bien démontré que (n+1)! = 2".
Ainsi #,41 est vraie.
> n=1.0ncalcule2'"1 =2°=1et 1! =1, donc 7, est vraie.
Bilan : on a démontré que 7, et 76, sont vraies, et que : ¥ ne€ N*, #, = Hy..
Ainsi:¥neN, 2" < pl,
Remarque : si I'on veut une preuve «parfaitement lisse», on démontre d’abord 76, et #¢,, puis on considere
neN, n =1, on suppose que #, est vraie et on démontre #,,. La correction proposée ici est naturelle, il n’y
a pas de raison a priori de démontrer #, dans une récurrence simple, c’est en travaillant sur hérédité qu'on
rencontre une difficulté.

Solution de 21.

Comme u,+3 dépend des 3 termes qui le précedent, on fait une récurrence triple.
Pour tout ne N, on note 4, : u,, =2" —1.

> Oncalcule2’—1=0=uy, 2' —1=1=u; et2?—-1=3=uy, donc #,, #, et #, sont vraies.

> Soit ne€ N. On suppose que S, #n+1 et o sont vraies. On calcule :

un+3d;f2un+2+un+1—2unH=R2x2"+2—2+2"+1—1—2x2"+2=2” x(22+2-2)—1=2"3_1
el. e

donc #,43 est vraie, ce qui achéve la récurrence.

Solution de 22.
Pour tout ne N, n =2, on note 7, : n est produit de nombres premiers.
> n=2.2 est premier, donc il est produit de nombres premiers.

> SoitneN, n=2. On suppose que pour tout k € [2, n], # est vraie.
— Si n+1 est premier, alors il est produit de nombres premiers.
— Sinon, il existe a,b € N tels que n+1 = ab et ni a ni b n'est égal a 1 ou a n+ 1. Autrement dit, a,b €
[2, nl, donc par hypothese ils sont produits de nombres premiers, donc par produit n = ab est produit
de nombres premiers.
Ainsi /6,41 est vraie, ce qui achéve la récurrence.
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Solution de 23.
On calcule en extension :

28, =8p+Sp=14+2+---+(n-1+n
+n+(n-1D+--+2+1

=nx(n+1)

en observant qu’en regroupant les termes par deux (par colonnes ici) on obtient n+1, et qu’il y a alors n paquets
de deux termes.

Ainsi S, = 221,

Solution de 24.

n n
Sig=1,alorsS,=Y 1= 1=1+1+--+1=n+1
k=0 k=0 ™
Sinon, on calcule

n+1 termes

n n
L-@Su=) q"-q) ¢"=1+q+q*+---+q"

k=0 k=0
_q_qZ_”'_qn_an
=1_qn+1
l_qn+1
etainsi S;, = ———.
1-¢g
Solution de 25.
On calcule :
n| n! _1><~~><(n—p)><(n—p+1)x.--><n_(n—p+1)><m><n_n(n—1)~--(n—(p—1))_p_ln—k
p)] pln-p)  1x2x--xpxlx--x(n-p) 1x2x--xp  pp=-1-(p=-(p-1) jzoP—k

Solution de 26.

1. x—2x*-2et x— 5x—1sont dérivables sur R\ {1/5} (polyndémes) et le dénominateur ne s'annule pas sur
cet ensemble, donc par quotient, f est dérivable sur R\ {1/5} et on calcule :

10x2 —4x+10
v \{1/5}, )= eerm —— 77 7
xeR\{1/5}, [ (x) Gx_ 12

2. x— e*—1etx— 3e*+5 sont dérivables sur R (combinaisons linéaires de fonctions de référence), pour
tout x € R, 3¢* +5 # 0 donc par quotient, f est dérivable sur R. On calcule :

8e*

/ — et —
VxeR, f(x)= Be* 1572

3. x— 3x%+2 est dérivable sur R (polynéme) et pour tout x € R, 3x*> +2 >0, t — Int est dérivable sur R*,
donc par composition f est dérivable sur R. On calcule :

6x

v , ) =——
*eR, [ 3x2+2
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4. x — 2x+1 =t est dérivable (affine) et strictement positif sur]1—1/2,+ool, t — Int est dérivable sur R} 1 Di=D,=R* fuy_mx+2
(référence), donc x — In(2x + 1) est dérivable sur ] —1/2,+ool par composition. Par ailleurs, X — X° est CErT e T e 2y
dérivable sur R (polynéme), donc par composition f est dérivable sur]1—1/2,+ool. On calcule : (1+2x)7
2. D1=D,=Rj, fl(x)=2a(l+2x)* 'In3x+
X
Vx>-1/2, f'(x)= In(2x +1))* -X
J= gy e+ ) 3. Di=1-L1,D2=1-11,  f'(x)=
V1-x?
5. x— 2x+1 = t est dérivable (affine) et strictement positif sur]—1/2,+ool, t — \/t est dérivable sur R* 4. D;=D, =R, f’(_»c):(1+2x2)ex2
(référence, attention, ce n'est pas dérivable en 0!) donc par composition, x — v2x+1 est dérivable sur 5 Dy=Dy=R, £ = 2ax(2 + 1)1
1—-1/2, +o0l. /
— — * — X
Par ailleurs, X — eX est dérivable (référence) sur R, donc par composition f est dérivable sur]1—1/2,+ool. 6. Di=D; =R},  f(x)=(nx+Dx
2
: X
On calcule: VIR 7. Di=Dy=l-1tool,  f'(0)=@xIn(+x)+ )0+ 0¥
Vx>-1/2, flx)=
V 10x-2
2x+1 8. Di=D,=R\{-1}, f/(x)=m
6. x— 221 = 1 est dérivable et strictement positif sur] - oo,—1/2[U]1, +ool (quotient de polynomes dont le 2053 44
dénominateur ne s'annule pas et tableau de signes) et t — In t est dérivable sur R (référence) donc par 9. D;=D,=R, flx)= ++4x
composition f est dérivable sur]—oo,—1/2[U]1, +ool. (lx +1) |
On calcule alors pour tout x €]1, +oo] : 10. Dy =Dy =R, o =( nex+1) + ;xljrxl )Bx+ 1)~
f(x) =In(2x+1) —In(x— 1) ce qui permet de calculer simplement la dérivée : X
11. D1=D>=R, )= ——
/ 2 1 -3 +1+x2+1
s IS BT TP ef— e
X X X X 12. D1=D2=R, f'(x):x—_
eX+e %
Pour tout x €] — oo, —1/2[, on écrit f(x) =In(—(2x+ 1)) —In(—(x — 1)) ce qui permet de calculer simplement . —2sinxcos x
la dérivée : o ¥ 3 I3 Di=D, =R, flx)= cos? x + 1
!
(x) = — —e— )
F= e ~a-n @x+D(x-1) 14. Dy =D, = |Jlkn,w/2+knl, f’(x)zlttan re o fz ;
L . anx sinxcosx sin(2x
(expressions identiques) kez ' '
7. x— x*+Inx = t est dérivable sur R par somme de fonctions de référence, t — sin t est dérivable sur R
(référence) donc par composition f est dérivable sur R;. On calcule :
VxeRY, f'(x)=(@x+1/x)cos(x*+Inx)
8. x— 3x+1 estdérivable sur R (polynome) donc sur D l'ensemble des réels tels que 3x+ 1 ne soit pas de la
formen/2+kn, k € Z.
t — tant est dérivable sur l'ensemble des réels qui ne sont pas de la forme n/2 + kn, avec k € . .
o . . Solution de 28.
Ainsi par composition f est dérivable sur D. o ] ) L , )
On caleule alors - CC signifie «croissances comparées» et TA signifie «taux d'accroissement».
; 3 o T
VxeD, f'(x)= o 1. Sans indétermination : +oo
cos”(3x+1) 2. Sans indétermination : +oo et 2.
9. SiD est/l ens?mble des r?els tels que sinx # —1 alors une étude détaillée montre que f est dérivable sur 3. On factorise numérateur et dénominateur par «le terme le plus fort» : —co.
D (le dénominateur ne s'annule pas sur R). ) ) ) )
On calcule - 4. On factorise numérateur et dénominateur par «le terme le plus fort» : +oo.
vreD £ % (x2+x+1)— (2x+ 1 In(1 +sinx) 5. On factorise numérateur et dénominateur par «le terme le plus fort» : —oco.
xeD, X) =
(X2 +x+1)2 6. On factorise numérateur et dénominateur par «le terme le plus fort» : 2.
7. On simplifie :
-1 (x-Dx+1) x+1 | 7F®
¥-2x+1  (x-1D? = x-1]| —— -0
x—1-
Solution de 27. 8. Onsimplifie :
, P : o o 1-%  x2-1 (x-D(x+1) x+1 +00
On note D, l'ensemble de définition et D, l'ensemble de dérivabilité. Le lecteur est invité a rédiger de fagon L =——= = x—0*
détaillée les justifications de ce ces résultats. -5 x=x X(x=1) * o P
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9.

10.

11.
12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

On factorise par les termes «les plus forts» :
X+Vx2+1  x+Vx2V1+1/x% x+xV1+1/x2  x 1+V1+1/x?
= = - = —
+VZ+1l 2+ VRVI+ 12 VP=lxl=mox X2+ xV1+1/x2 X2 1+% 1+1/x2

1 1+V1+1/x?

x 0
X 1+1V1+1/x2 ¥=Feo

On factorise par le terme «le plus fort» :

1 1 X 1 1
—(\/x+1—x—1)=—(\/}\/1+1/x—x—1)=£— ——=—-1l-—-—-1
X X X X \/} X X—+oo
Par CC. et différence : 0.
On factorise par «le terme le plus fort» : e* —x=e* (1 — xe™™) ot puisque par CC, xe™ ™ —= 0
—+00 —+00
On développe et par CC. : 0.
e* e’
On factorise par le terme «le plus fort» : =—@B+2/x + 00.
J p «le plus fort> 3x+2 x( )x—>+oo >

On factorise par le terme «le plus fort» : e** au voisinage de +oo, et e™*'? au voisinage de —oo, et on trouve
les limites +oo en +oo et +oo en —oo.

On factorise par le terme «le plus fort» et on utilise les C.C. :

2 2

3x _ ex X ex(3—x) -1

m - X2 8 (ln3(x) 1)2 PR

e

Par expression conjuguée :
2 2
Vx+1l —vx-1 2 0
Vx+1l+vx—1 x-120,x+120 /x + 1+ x—1 ¥—+®©

VaZ+1-V2 Va2 +1+V2
VEZ+1+V2

Vi+l-vVx-1=
Vx2+1-v2

x—1
x+1 1 V2

VxZ+1+v2 =1 Ez 2
x-9  x-9 Vx+3 (x-9)(/x+3)
Vx-3 Jx-3x+3 x—9

2

X
ﬁln(—) =x1/21nx2—x”21n(1+x) =2x”21nx—x”21n(1+x)
—_— ——

1+x
—0 (C.C) —0
4
Vi _ . 21n\/}_(\/})
e 2lInx—x“=e (1zeﬁ v

InX InX X X4
= — 0 (C.C.) et — —— 0 (C.C.) donc par composition puis
X eX X—+co ( ) eX X—+o0 ( ) p p p

xX2+1-2

(x=D(Vx2+1+V2)

(x-1Dx+1)

x=D(Vx2+1+V2)

x—1

=vE+3 el
[0]

x—07

Or X =vx
produit :
eV* —2Inx— x*

+00 =
x—-+00 TeX

p———
1-x?

et — (calcul direct)
X x—0

1—x?
el/

1
X _ _el/x _ xzel/x
X X
-0
OrX=1—— —ccet XeX —— 0 (C.C.) donc par composition puis différence il vient :
* x—0- X—-00
2

1-x el/x @

X x—0~
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23.

24.

25.

26.

(x=2)In(x*-x-2) = (x-2)In((x-2)(x+ 1)) = (x - 2) In(x —2) + (x - 2) In(x + 1)
—0

avecX=x-2 . 0* et XInX o 0 (C.C.). Ainsi, par composition puis somme il vient : (x—2)In (x2 -
x—2+ 0+
x-2
)—[0]
2
X X X
x2 e @ = p¥p e
ex
$2
avec — ——0(C.C.), X=¢e" +ooet Xe X —— 0 (C.C.), donc par composition
er x—+oo X—+00 X—+00
2 _—e*
(]
1
e *Inx==-e*xInx
X
avec xInx - 0(CC)X=1/x o oo et Xe X p” 0 donc par composition puis produit il vient
x—0* x—0* —+00
1/x
e Inx —
x—0* @
In(x? + x In(x? + x In(x? + x
X’ +x X’ +x X’ +x

InX

avec x*e* —— 0 (C.C.), xe* 0(C.C.), X =x*+x +o00 et — ——— 0, donc par composition,
X——00 X X—+oo

X——00 X——00

produit et somme il vient
e*In (x* + x) [0]

sin(e*—1) 3 sin(e*—1) e* -1

X——00

27.
X e*—1 X
e* -1 sin X .. e
avec —1(TA), X=e"-1 0, 1 donc par composition et produit il vient :
X x—0 x—0 X Xx-0
sin(e* —1)
X x—0
Solution de 29.
e e 1 . .
+00 (croissances comparées)

" x+lnx (x®)12 1+Inx/x x—+oo
—_——

-1
(Inx)3+x X 1+ (nx)3/x 1
2\/}+%+2x_2x VXIX+1/(2x) +1 x—+o0 2

-1

(croissances comparées)

sinx . .
—_— 0 car x — sinx est bornée et x — 0.
X X—+00 x—0
1 . L .
—xex — —oco  (aucune difficulté!)

Il faut distinguer 0" et 0~.

1 ex
—-xex=—— ——-00 et——0
1 x—o+ x—0~
(croissances comparées)
ex/S _ er er e—(5/3)x—1
+00 (croissances comparées)

w+Inx+cosx  x° 1+Inx/x5+cosx/x5 x—+oo

—-1

sinx + cos x est bornée (compris entre -2 et +2) et x + % +oo donc la limite est 0.
X

Idem.

—+00
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9. Ml'tendvers1-1=0...
10. Pour tout x€ R, x*> =0 donc V2 +x% =2 donc vV2+x2 -2 — 0* donc par quotient la limite est +oo.
X—

11. On écrit, pour x au voisinage de 1 (donc1—-x>0) :

Vi-x V1I-x 1
1-x -2 Vi-x 21
1-x

=0

+00

12. Pour tout x€[0,1], | x] =0 donc ﬂ — 0.
X x—07

Par ailleurs, pour tout x €] —1,0[, | x| = -1 donc % -
o

+00

1 1 1
13. PourtoutxeR, {—J <—< {—J + 1 puis multipliant par x >0on a:
X

X X
==l
X|—|<slsx|—|+x
X X
donc en échangeant les inégalités (technique classique : 1 < x| 1|+ x < 1-x<x|1] puis on réutilise a

la suite l'inégalité x |1 | <1) il vient :

1
l—xsx{—J <1
X

1
et par encadrement,ona: x {—J o 1
X | x—0*

Si x <0, on obtient l'inégalité :

. 1
ce qui donne encore : x {— — 1
X x—0"

1 1 ..
14. Pourtoutx>1,0< % <1donc bJ =0etx bJ =0 donc la limite est nulle.

15. Ona, pour tout xe R, :

X X 1
Lx] stLxJ+1=us1su+—
X X
donc en échangeant les inégalités :
1 |x]
l-—<x—x1
X X

. Lx]
donc par comparaison: — —— 1
X Xx—+oo

Solution de 30.

1. On considere la fonction f : x — xInx, elle est dérivable sur R (par produit) et de dérivée f'(x) =Inx+1.
xlnx-2In2

Comme f(2)=2In2 et f'(2) =In2+1 il vient : > ” In2+1
X— x—
X
A . . . e — 2 o, . .
2. On reconnait une limite usuelle : vy 1 et comme X = x — 0 par composition des limites ont
— X—
e¥ —1
a: —1
x2 x—0
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3. Onécrit: =x 0

4. On utilise la formule : cos(2x) = 1 - 2sin?(x) donc :

In(cos(2x))  _In(1-2 sin?(x)
sin?(x) —25sin?(x)
In(1 + X) 5 . e
et comme i 1 et que X = —2sin”(x) — 0 par composition des limites il vient :
In(cos(2x))

sin?(x) x—0

In(1 + cosx)

In(1+ X) ce g
——— ——letX=cosx 0 donc par composition il vient
X X—0 x—m/2 CcosXx x—7/2

5 Ona

6. On décompose pour faire apparaitre plusieurs limites connues ou calculables facilement :

a_ g4 exlna _ ealna 1

x4-a* x%-a%+a%-a* x-a X

xt—at x—a x—1 xt-at
X—a

xt—at x—a

On considére les fonctions f : x — x% g : x— e*"% et h : x — x*, ces fonctions sont dérivables sur R*

(donc en a) et on calcule :
Vx>0, f'(x)=ax""}, g'(x) =lnae™M, h'(x) =4x>

Ainsi en reconnaissant des taux d’accroissements :

x4 —a* a® 31 -1Ina)
xt—at x—a 4
Solution de 31.
onconsiderep : x—V1+x—1- %x + %xz, c'est une fonction dérivable sur R, et on calcule :
1 1 1
VieRy, ¢ (X) = ——-—-+-x
© ¢ 2/T+x 2 4

et le signe de cette expression, méme factorisée, n'est pas évident.
On peut encore dériver (car x — ¢'(x) est dérivable sur R.) :

1

1
VxeR,, ¢"x)=——————— + =20
© @ 40+ 0)Viex 4
puisque 1+ x = 1.
On en déduit le tableau :
X 0 +00
(p//(x) +
¢ |0 ~
@' (x) +
» |0 ~

. 1 1
Finalement :¥YxeR,, V1+x=1+ %= gxz.
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Solution de 32.

1. f estde classe 6€* sur R% (référence et passage au carré), on calcule pour tout x>0 :

1 -1 1 1-1In(x)
f(x) =2;1n(x) et  f"(x) :2?1n(x)+2? :2T
ce qui donne le tableau complet :
x |0 1 e +00
f'(x) - 0 + +

f convexe (inflexion) concave

Graphe.

2. f estde classe €* sur R par somme et on calcule pour tout x€ R :
fxy=e*-x-1 et f'x=e"-1

ce qui donne le tableau complet :

X |-oo 0 +00
) - 0 +
P~ .
f'(x) + 0 +
, / oo
e
f concave (inflexion) convexe

Graphe.
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~

Solution de 33.

1. PourtoutxeR,1+x*>=1>0 donc’festde’finiesur]R‘

2. R estcentré en 0. Par ailleurs :
VxeR, f(=x=In(+(=x?=In(+x%) = f(x)

3. x— 1+x? estdérivable sur R, t — In(t) est dérivable sur R* et pour tout xe R, t =1+ x?> € R%, donc f est
dérivable sur R. On calcule alors :

v "(x) =
xeR, [ T+ .2

En en déduit les variations (limite en +oo évidente et argument de parité) :

X ||—oo 0 +00

Jile)) -0 +

f +oo\0/+oo

4. La fonction f' est deux fois dérivable sur R en tant que quotient de deux fonctions polynomiales dont
le dénominateur ne s'annule pas sur R. On calcule :

2x (1+x%)-2xx2x __ 1-x*

Vel S=T 0 ey T ey
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On en déduit le tableau complet des variations et de convexité :

X ||—oo -1 0 1 +00

f'(x - 0 +
Foo o0
f N e ne
o . s

") - 0+ + 0 -

f concave | convexe | concave

’ Ily a deux points d’inflexion : (-1,In(2)) et (1,In(2)) ‘

5. Comme f estdérivable sur R, I'équation de la tangente au graphe de f au point d’abscisse x = —1 a pour
équation :

y=FEDE=- (D) +f-D) = |y=—x+In@ 1]

Léquation de la tangente au graphe de f au point d’abscisse x = 1 a pour équation :

y=FE-D+f) < |y=x+In@-1]

6. On calcule : 1
VxeR, f(x)-2In(x)=In(1 +x5)-In(x%) = ln(l + ?) =0

carl+ é > 1 implique, par croissance de In sur R*, que In(1 +1/x?) = In(1) = 0.

0.

Par ailleurs : f(x) —2In(x) =1n (1 + %)

X—+00
7. Pour effectuer ce tracé, on tient compte de la position relative du graphe de f et de celui de x — 2In(x)

(qui se trouve en dessous vu le signe trouvé a la question précédente, mais se rapproche de celui de f
lorsque x grandit).

Ona:

_3]

4/
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Solution de 34.

1. Dp=R}

2. Les fonctions t — 41> — 1, t — In(t) et t — -2t sont deux fois dérivables sur R*, donc par produit t —
—2tIn(¢) est deux fois dérivables sur R et par somme f : t — 41> —2¢1n(t) — 1 est deux fois dérivable sur
Rx.

On calcule :

V>0, fl(r)=8t-2In(n)-2 et f"(t):8—%

3. On étudie le signe de f" sur R} :

” 2 2 1t 2
f(t)>0<:>8—;>0<:>8>;<:>§<5 (car8>0et;>0)
1
— —-<t
4
On étudie aussi les limites de f'(t) en 0 et +oo :
1 Int 2
! !
t +oo et fl(1)=8t|1-- — - = +
f()t—>0+ o r 4 t t oo OO
z—>0parCC 0
(1) _8 1 ) o
Enfin, f n :Z_Zln 1 —-2=2In((2°) =4In2 On a donc le tableau de variations :
t |0 % +00
() - 0 +
+00 +00
1 a2
4. D'apres le tableau de variations de f' : VteR:, f'(H)=4In2>0

On calcule aussi les limite de f(t) en 0* et +oo :

f@ p -1 puisque tint o 0 par croissances comparées

et
1 Int 1
H=4t|1-= — S —— +
F® 2 t 412 too 0
?0 par C.C. P 0
On obtient le tableau de variations :
t |0 1/4 +00

f'(0 + +

+00
-2 +In@) -~

il 7

" - 0 +

f concave | convexe

Le point (1/4,-3/4 +1n(2)) est point d’inflexion du graphe de f ‘

Par ailleurs, commeln(2) ~0,7 et3/4=0,75, —% +In(2) <0
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5. Léquation de la tangente a Cy au point d'abscisse 1/4 est, d'apres les calculs déja faits de f(1/4) et f'(1/4) :

y=4In(2)(x—1/4)-3/4+In(2) = 4In(2)x - 3/4|

S'agissant de la tangente en un point d’inflexion, d’apres notre étude précédente,

Cr est en dessous de sa tangente sur 10,1/4[ et au dessus sur]1/4,+ool

6. (a) Onavuque f(t) o -1 donc’ f est continue a droite en 0
t— +

(b) On étudie le taux d’accroissement :

_~ 2— - -\~ 2_
fO-fO _4-2tlnt-1-(-) _4¢-2tlnc_
" t t t—0*

+00

Donc’ f West pas dérivable en 0" |, Cy admet une| demi-tangente verticale au point d'abscisse t = 0

7. Tracé:

2.5

1.57

0 04 04 06 08 1

8. (a) — f estcontinuesur R’ (car dérivable)
— f est strictement croissante sur R (déja vu)

— f@ P~ —let f(1)
Ainsi f est une bijection de R} vers]—1,+ool.
Or0e€]-1,+o0[, donc il existe un unique a € R; tel que f(a) = 0.

(b) Ona f(1) - -1<0et f(1) =4-2In(1) -1=3> 0 donc, puisque f(a) =0, par croissance de f, on

afo<a<]

(c) On traduit le fait que f(a) = 0 avec la formule définissant f :

+00
t—+o0

1
f(Oé)=0<:>4a2—2a1na—1:04:>Za—lna—2—=0 (car a >0)
a

1
—|lna=2a-—
2a

Solution de 35.

1. Par définition, g : x— x® = e~ si bien que l'ensemble de définition de cette fonction est R*.
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4.

Elle est dérivable sur R et sa dérivée est donnée par :

gl(x) — axu—l

VxeR],

_La
+oo donc| hy(x) = e *Mx 4o
x—0* x—0t

0 donc| hy(x) = e=*nx

x—0* x—0%

— Sia<0,alors x*

— Sia>0,alors x*

h, est alors prolongeable par continuité en 0

On se place donc dans le cas ot a > 0 et on note encore (abusivement) h, la fonction prolongée. On a
h,(0) = 0. On étudie donc la dérivabilité de h, en 0 :

ha(x) = hy(0) _ x! _ x—x” _ e—x“lnx 1

Vx>0,
x—-0 X x—0*

(par croissances comparées)

Donc| le graphe de h, admet une (demi)-tangente d’équation y = x au point d'abscisse x = 0

0 donc| hy(x) = el *x 4o

(a) — Sia<0,alors x*
X—+00

X—+00

_a
+oo donc| hy(x)=e1™Mx
X—+00 X—+00

(b) Pour a<0, pour tout x>0:

— Sia>0,alors x*

) hax)—x 7% —x x -1 e x'Inx _y
x = = = =
§a x*1Inx  x*1Inx  x%Inx —x%Inx
a 4 1 .. . . eX—1
Or xInx=—-(—-| In-— 0 (composition et croissance comparées) et 5~ — 1,
X X x—+00 X—0

donc par composition | g,(x) A -1

(c) Dapreés la question précédente, il existe € : R} — R avec €(x) —0 telle que :
X—+00
ha(x)—x
x%nx
> . — ha(0)—x
(concretement : €(x) = e T 1)
Ainsi, on a : pour tout x > 0,
ho(x)—x=-x%Imx+ex)x%Inx 0

X—+00

(croissances comparées et composition comme a la question précédente.)

Ainsi|la droite d'équation y = x est asymptote a €,

(a) On calcule, pour tout x>0:

4
ha(.x) _ xl X _ xxb_xu
hp(x)  x1-x

’ . _+b
Au passage, on observe que hy(x) ne sannule pas sur R* puisque hy(x) = ed=*)1nx,

(b) Un point commun a 6, et a €, vérifie h,(x) = hy(x) c’est-a-dire % =1.

On résout donc :
ha(x) _
hp(x)

(xP—x%Inx

ey 2 lese =1l (x’'-xYInx=0

b

—x’-x*=00oulnx=0< x’

=x%0oux=1< e =e¥N¥ gy x=1
— blnx=alnxoux=1< (b—-a)lnx=0o0ux=1

—Inx=00oux=1<—x=1

Donc| €6, et 6}, ont un unique point commun qui est (1, h,(1)) = (1,1)
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(©)

6. (a)

(b)
(©

7. Ona, pour tout x e R} fixé:

Ona:

hq(x)
hy(x)

(xP=x%1nx

>Slee >l 1 -xHInx>0 = x*&" *-1)Inx>0

— x% (ePPnx _1Inx>0
0
>

. b—a)l . PN . ha(x)
Si a= b, alors e’=D!M* _1 est du signe opposé a celui de In x, donc ety S L
ha(x)

Si b > a, alors eP=®"% _ 1 est du signe de In x, donc Tco > 1 (inégalité stricte si et seulement si x # 1
car h,(1) = hy(1) d’'apres la question précédente).

Ainsi’ €, est en dessous de €, sib>a

On a, pour tout x € R%, hy(x) = 1 7*1%_ O, x — 1—x% et x — Inx sont dérivable sur R*, X — eX est
dérivable sur R et pour tout x e R, (1-x%Inx € R, donc par composition

’ h, est dérivable sur R

On calcule alors :

—alnx+x"%-1 _,a
VxeRj, a el x9Inx

- 1-x4 o
hﬁz(x)z(—ax“ 1lnx+—) e1=xDInx _|
x

X

Comme pour tout x>0, x%> 0 et ! *)* 5 g,

h,,(x) est du signe de ¢4(x) = —alnx+x % -1

¢ est dérivable sur R’ (combinaison linéaire de fonctions dérivables). On calcule :

¢l (x)=—ax 9! al— ax_a+1
. x x

Vx>0,

qui est du signe de —a (et est non nul).

— sia>0, ¢, eststrictement décroissante sur R et comme ¢,(1) =1"%—alnl-1 =0, ¢, est positive
surl0,1[ et négative sur |1, +ool.

— st a<0, les variations sont opposées donc le signe est opposé.

On résume :
— Sia>0:
x |0 1 +00
¢ (%) - -
Pa \0\
h + 0 -
1
h, o N g
— Sia<0:
X 0 1 +00
¢, (x) + +

ba 0/

hl, -

+00 +00
h, \ ) /

aln x
VaeR*, Hy(a)=el ¢ nx
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donc Hy est dérivable sur R* par composition (a écrire en détail...) et on calcule (en dérivant par rapport
aall): 1
YaeR*, H.(a)= (—lnxe“lnx x lnx) eU=e"IInx — (1 )2 x% B (x) <0

=0 >0 >p

donc H, est décroissante sur R* et sur R.
Si x =1, alors pour tout ac R*, Hy(a) = 1.
Si x> 1, alors

ealnx +00 ealnx 0 ealnx 1
a—+oo a——o0o a—0
Six <1, alors
ealnx 0 ealnx +00 ealnx 1
a—+oo a——oo a—0

Ceci permet de calculer les limites en +oo, —oo et 0 de Hy. On donne les tableaux, en dehors du cas x = 1
olt H; est constante :

a |—oo 0 +00 a |—oo 0 +00

X +00
H, \1 \1

Six<l1

1 H
\ 0 x

Six>1

1\x

. On s'appuie sur les variations de Hy : par continuité et stricte monotonie on justifie la bijectivité de H,

sur certains intervalles dont il ne reste qu'a calculer l'image.

— Six €]0,1[, alors Hy est a valeurs dans | x, +ool, pour tout y €]x, +ool, il existe a€ R* tel que y = Hy(a) =
h,(x).

— Si x=1, alors pour tout ac R*, hy(1) = 1.

— Si x €]1,+ool, alors H, est a valeurs dans 10, x[, pour tout y €10, x[, il existe ac R* tel que y = Hy(a) =
ha(x).

Graphiquement cela correspond aux régions :

4

P
~N

Pour ces couples (x, y) tels que x # 1, on résout :

Ca In(y) In(y)
_ 1-x% _ _,a — _ 40 _ a_1_
hax)=y<==x =y<—= 1-xYIn(x) =In(y) lnﬁol X _ln(x) —x%=1 _ln(x)
Si x €]0,1[, In(x) < 0 et x < y donc In(x) < In(y), puis 1 - 12% > 0; si x €]1,+ool, In(x) > 0 et x > y donc
. In(y) = . .
In(x) > In(y), puis 1 oo >0; ainsi
In(y)
In{1-
In(y) ( ln(y)) ( ln(x))
= 4= 1-—— 1 =1 ]—-—— =
hax)=y<—=x o <~ aln(x) =In 0o —a 0o

9. On trace avec les données des questions précédentes :
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C-1/2

61

P

~
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