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e tapis de Sierpinski est 'une
des plus élémentaires figures fractales. Il a été
présenté a ’Académie des sciences de Paris a
la séance du 25 avril 1916 par Emile Picard, qui
parlait pour le mathématicien polonais Waclaw
Sierpinski. Une note de ce dernier a ensuite
été publiée dans les comptes rendus de ’Aca-
démie, dans laquelle le savant définit ainsi
ce qu’on appelle maintenant «le tapis de
Sierpinski»: «Soit Q un carré donné, par
exemple le carré dont les sommets sont les
points (0,0), (0,1), (1,0) et (1,1). Divisons
le carré Q en neuf carrés plus petits et excluons
Pintérieur de celui qui contient le centre du
carré Q. Sur chacun des huit carrés qui reste-
ront opérons de méme, et ainsi de suite ad
infinitum.» Nous noterons S, le carré initial
(que Sierpinski, lui, note Q), puis S;, S,, etc.,
les étapes de la construction, conduisant a
infini au tapis S (voir Pencadré 1).

La fractale S est autosimilaire: chacune
des huit parties qui composent S est une ver-
sion trois fois plus petite et parfaitement simi-
laire a S. II faut noter que toutes les fractales
n’ont pas cette propriété: le célebre ensemble
de Mandelbrot, par exemple, n’est pas parfai-
tement autosimilaire.

La fractale S est par ailleurs infiniment
mince, ce qui signifie deux choses :

(a) On ne peut placer a lintérieur de S
aucun disque de rayon non nul;

(b) Laire de S est nulle, c’est-a-dire que S
peut étre enfermée dans des sous-ensembles du
plan d’aires €, avec >0 aussi petit qu’on le veut.

Jean-Paul Delahaye
[.lJ a notamment publié:
—— Au-dela du Bitcoin
(Dunod, 2022).
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Les fractales carrées présentent une variété de topologies
qu’on réussit seulement maintenant a comprendre et a classer.

Cette derniere propriété résulte de ce que l'aire
de S, est 1, puis qu’a chaque étape de la construc-
tion, cette aire est multipliée par 8/9. Donc laire
de S, (qui contient S) vaut (8/9)", nombre qui
tend vers O quand 7 tend vers linfini.

Bien qu’infiniment mince, le tapis de
Sierpinski S est un sous-ensemble infini non
dénombrable du plan: méme si c’est étonnant,
il contient exactement autant de points que le
carré de départ S,. La démonstration est élé-
mentaire: S est contenu dans le carré de départ,
donc il contient un nombre de points inférieur
ou égal a celui de S,. Par ailleurs, S contient au
moins autant de points que le segment reliant
le point de coordonnées (0,0) au point de coor-
données (1,0), car aucun point de ce segment
n’est jamais retiré dans la construction. Or on
sait qu’'un segment contient une infinité de
points équivalente & celle d’un carré plein (c’est
un résultat d@ 2 Georg Cantor). Donc S contient
au moins autant de points que le carré plein.
Autrement dit, le carré plein, ’ensemble S et le
segment reliant les points de coordonnées (0,0)
et (1,0) ont tous un nombre de points égal - qui
vaut I'infini du continu.

DIMENSION FRACTALE

La dimension fractale de S est
log(8) [log(3) =1,8927, ce qui signifie qu’il est
«plus gros» qu’une ligne ou une courbe (de
dimension 1) mais «moins gros» qu’une partie
du plan de surface non nulle (donc de dimen-
sion 2). Il existe plusieurs fagons de calculer
cette dimension, mais toutes donnent le méme



résultat. La notion de dimension fractale est
assez naturelle: soit Sy un carré plein de coté 1,
pour tout entier k>1, il se divise en k? carrés
identiques de coté 1/k. Un segment de droite
de longueur 1 se divise, lui, en k' segments de
droite de longueur 1/k. L’exposant qui apparait
dans le nombre d’objets qu’on obtient quand
on divise un objet en objets similaires de taille
k fois plus petite indique la dimension de 1’ob-
jet: 2 pour le carré plein, 1 pour le segment de
droite. Dans le cas du tapis de Sierpinski, on a
noté qu’il se divise en 8 objets de taille 3 fois
plus petite, et donc aussi en 64 objets de taille
9 fois plus petite, etc. Si on doit lui attribuer
une dimension, ce serait donc 'exposant e tel
que 3°=8,9°=64, etc. Cela donne log (3°) =log(8),
donc exlog(3) =1log(8); e=log(8) [log(3). On
vérifie aussi que le méme e donne 9°=64, etc.
Il est donc naturel d’attribuer la dimen-
sion log(8) /log(3) au tapis de Sierpirnski.
D’autres approches confirment cette valeur.
Que cette dimension ne soit pas un nombre
entier justifie qu’on parle de «fractale».

Il existe des variantes de S en dimension 3 ou
méme plus, mais nous allons nous concentrer ici
sur les variantes en dimension 2, qui constituent
une collection d’objets fractals autosimilaires
dont les propriétés topologiques ont été récem-
ment Pobjet de tres fines études donnant nais-
sance a un chapitre nouveau de la géométrie

LE TAPIS DE SIERPINSKI DE 1916

On part d'un carré plein construit autour des quatre
points de coordonnées (0,0), (1,0), (1,1) et (0,1). Le tapis
de Sierpinski S est le résultat obtenu quand on retire
lintérieur du carré central du carré initial découpé en
neuf carrés de méme taille, puis qu'on recommence le

fractale. Ce sera pour nous 'occasion de voyager
dans les structures de 'infiniment fin, dont nous
pourrons saisir la délicatesse et 'étrangeté.

Le schéma général de construction qui a sti-
mulé les mathématiciens est une généralisation
immédiate de la construction de Sierpinski. Elle
produit une infinité de variantes de S, appelées les
«fractales carrées» (fractal squares en anglais).

Dans ce que nous nommerons «le pro-
cédé général de Sierpinski», on se donne un
entier k22, et on divise le carré initial S, en
k? petits carrés de méme taille. On enleve cer-
tains de ces carrés, dont la liste E est fixée
une fois pour toutes. On recommence la méme
opération sur les carrés restants, et on pour-
suit ad infinitum, comme Pécrivait Sierpinski.
Les encadrés donnent des exemples, dont les
plus connus sont la fractale de Vicsek, le
T majuscule fractal et le L majuscule fractal.

Un petit carré obtenu apres la division en
k* parties du carré de départ peut étre repéré par
le numéro de la ligne auquel il appartient — un
nombre entier entre 0 et k-1 - et le numéro de
la colonne auquel il appartient — encore un
entier entre 0 et k—1. Ces deux entiers consti-
tuent les coordonnées du carré considéré. A
chaque entier k=2 et a chaque sous-ensemble E
de coordonnées correspond, par le procédé
général de Sierpinski, un sous-ensemble du
plan L(k,E), qu’on écrira simplement L quand

méme procédé sur chacun des huit petits carrés restants,
et ainsi de suite a l'infini. Plus précisément, si l'on note S, le

carré initial, puis S,, S,, etc., les sous-ensembles successifs

de la construction, le tapis de Sierpinski est la limite de la - - - -
suite (S,), c'est-a-dire l'intersection de tous les S,,. Le tapis S

est un ensemble infini non dénombrable : il peut étre mis l l l l l I l .
en bijection avec l'ensemble de nombres réels.

Les points d'ordonnée 1/2 de S ont pour abscisses les I I I I I I I I I I I I I I I I

points de l'ensemble triadique C de Cantor (représenté

ci-contre), découvert en 1874 par le mathématicien

irlandais Henry Smith et étudié par le mathématicien " " " " " " " ” " “ " " " " " "
allemand Georg Cantor en 1883. On l'obtient en retirant

le tiers central du segment réel [0,1] et en réitérant || || || || || || ||| || || || || l\ \ |[ H
lopération sur chacun des deux segments ainsi créés,

et ainsi de suite indéfiniment. L'ensemble C est constitué

des nombres réels entre 0 et 1 qui n'utilisent pas de 1

quand on les écrit en base 3.

POUR LA SCIENCE N° 559 / MAI 2024 / 81



| LOGIQUE & CALCUL

le contexte sera assez clair. Sauf exception, ce L
estune fractale. On notera L,(k,E), ou L, quand
le contexte est clair, la n-iecme étape de la
construction. Les fractales carrées sont tous
les L qu’on obtient par ce procédé.

Le tapis de Sierpiniski de 1916 est associé au
choixk=3 et E={(1,1) }, car parmi les neuf car-
rés du découpage, on les garde tous sauf celui
du centre, dont les coordonnées sont (1,1).
La fractale de Vicsek s’obtient quant a elle de

LE PROCEDE GENERAL DE SIERPINSKI

Plutét que de partir d'un carré divisé en
neuf, on part d'un carré divisé en k? plus
petits carrés tous identiques. On se fixe
un ensemble E de petits carrés qu'on retire
parmi eux, et on recommence l'opération
sur chacun des carrés restants. Pour
identifier les carrés a enlever, on les
numérote comme sur le dessin ci-contre.
La limite des ensembles obtenus apres

un retrait de carrés, deux retraits, etc.,

est ce qu'on appelle une « fractale carrée ».
La donnée de k et d'un ensemble E

de coordonnées désignant les carrés

a enlever détermine une fractale carrée.

(0,k-1)|(1,k-1)((2,k-1) (k-1,k-1)
0,2) | (12) | (2,2) (k-1, 2)
0,1) | (11) | (21) (k-1,1)
(0,0) | (1,0) | (2,0) (k-1,0)

Sion prend k=2 et E ={(0,1),(1,0)}, les

étapes de construction donnent simplement la diagonale du carré de départ. La
fractale de Vicsek est quant a elle obtenue avec k = 3 et E = {(0,0),(2,0),(0,2),(2,2)}.
Le L majuscule fractal provient de k = 3 et E ={(1,1),(2,1),(1,2),(2,2)}. Le

T majuscule fractal provient de k = 3 et E = {(0,0),(2,0),(1,0),(1,2)}.

|| .l. -~
@] u e
.. I-.- .-'.....
O o =

Le cas qui donne la diagonale

o e

La fractale de Vicsek

Lb.
T+

Le T majuscule fractal
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deux fagons différentes, qui fournissent le
méme motif tourné de 45°:

(a) k=3 et E={(0,0),(2,0),(0,2),(2,2)}
(voir Pencadré 2) ;

(b) k=3 et E={(1,0),(0,1),(2,1),(1,2)}
(voir Pencadré 4).

L’ensemble limite L sera souvent infi-
niment déchiqueté ou découpé, mais il y a
quelques exceptions. Si, par exemple, on prend
k=2, E={(1,0),(0,1)} (on ne garde que les
deux carrés de coordonnées (0,0) et (1,1)
apres avoir découpé S, en 4), la construction
conduit a un simple segment de droite diagonal
joignant les points de coordonnées (0,0)
et (1,1) (voir Pencadré 2). Autre exemple ne
conduisant pas a un ensemble déchiqueté: on
n’enléve aucun carré, E={. Dans ce cas, la
construction en partant du carré S, n’évolue
pas et donne S, lui-méme a I'infini.

La dimension fractale des objets obtenus
s’obtient facilement en généralisant le cas du
tapis de Sierpiniski (k=3,E={(1,1)}). Pour une
fractale carrée obtenue a partir de k et de E
contenant m éléments, la dimension fractale
de la forme L obtenue est log(k*-m) [log(k).
Cette dimension est inférieure a 1 si on enleve
beaucoup de carrés a chaque étape (précisé-
ment, si on en laisse moins de k), sinon elle est
comprise entre 1 et 2.

PLUSIEURS TOPOLOGIES
INFINIES

Une série de travaux mathématiques récents
menés par des chercheurs et chercheuses en
Chine, en Russie et en Autriche ont permis de
mieux comprendre ces structures infiniment
découpées résultant du procédé général de
construction de Sierpinski.

Le cas le plus simple, que nous appellerons le
«cas classique», est celui ol on n’obtient qu’une
figure sans découpage infiniment fin, qui sera soit
une droite, soit un rectangle. Les autres cas, ou
L est infiniment déchiqueté ou découpé, se
rangent dans deux catégories principales, cha-
cune se séparant a nouveau en plusieurs sous-
catégories. Comprendre ces figures demande un
petit effort, car bien stir nous ne sommes pas
habitués a penser ou imaginer des structures géo-
métriques possédant des découpages infiniment
fins. Il faut deviner ce qui se passe quand on des-
cend dans leurs détails de plus en plus petits et
nombreux. On ne voit quimparfaitement ces
structures puisque, bien siir, tout dessin qu’on
tentera n’aura qu'une précision limitée. Cette
exploration est une sorte de voyage mathéma-
tique dans les variantes de 'infiniment fin.

Les deux grandes catégories infiniment
découpées sont le «cas connexe» et le «cas non
connexe», que nous appellerons le «cas éclaté».
La distinction se fonde sur la possibilité ou non
de passer continiment d’un point de L a tout
autre point de L, sans quitter L. On est dans le



cas connexe lorsque la fractale L obtenue est
d’un seul tenant: on peut joindre deux points
quelconques deL en tragant un chemin —une
courbe continue- qui reste dans L.

Un résultat simple et intéressant, démon-
tré en 2010 par Ligia-Loreta Cristea et Bertran
Steinsky, permet de reconnaitre immédiate-
ment cette situation: L est connexe si et seule-
ment si chaque étape de la construction L, est
connexe (voir les encadrés 3 et 4). Plus précisé-
ment encore: soit L est connexe, soit il existe
une étape n a partir de laquelle tous les L,
(pour p=n) ne sont pas connexes, et alors
L n’est pas connexe.

Dans le cas connexe, il peut y avoir ou non
des «boucles internes». La situation «connexe
avec existence de boucles» est celle du tapis de
Sierpinski de 1916: il existe des chemins conti-
nus internes a L formant des boucles qui ne se
recoupent pas. Autrement dit, partant d’un
point de L, on peut suivre un chemin continu
pour y revenir sans repasser deux fois par le
méme point. Dans cette classe des fractales
connexes avec boucle interne, il y a aussi le
«L majuscule fractal» (voir Pencadré 2), le
«H majuscule fractal», le «S couché fractal» et
la «croix trouée fractale» (voir Pencadré 3).

CONNEXES ET FRAGILES:
LES DENDRITES

La seconde situation, dans le cas connexe,
est celle ou la fractale carrée ne présente pas
la moindre boucle: il n’est jamais possible de
partir d’un point et d’y revenir en suivant un
chemin continu qui ne se recoupe pas. On
parle alors de «dendrite». Ce vocabulaire est
emprunté a la biologie: certaines cellules, dont
les neurones, semblent posséder des excrois-
sances qui présentent des fourches plusieurs
fois de suite — mais, bien siir, en biologie il n’y
a qu'un nombre fini de telles séparations. Les
branches des arbres sont, elles aussi, des den-
drites finies. Pour nos fractales carrées, en
revanche, quand des bifurcations se pro-
duisent, c’est une infinité de fois, et ’ensemble
limite est donc une sorte d’arbre infini localisé
dans un domaine borné (voir Pencadré 4).

Deux sortes de points composent une telle
fractale carrée dendritique L: les «points
extrémes» et les «points séparateurs». Un
point extréme est une extrémité de branche
infinie: quand on le retire a L, L reste connexe.
C’est par exemple le cas des points de coordon-
nées (0,1), (1,1) et (1/2,0) du T majuscule
fractal (voir Pencadré 2). Ce ne sont pas les
seuls points extrémes, et on peut méme mon-
trer que dans le cas du T majuscule fractal, il y
en a une infinité non dénombrable - c’est-a-
dire autant que de réels.

Les points séparateurs des dendrites sont
les autres points (par exemple le point de coor-
données (1/2,1) pour le T majuscule fractal).

Quand on retire un tel point, la fractale est
«cassée»: elle cesse d’étre connexe, car il
devient impossible de joindre par un chemin
continu certains couples de points.

Les sous-ensembles A du plan qui ne sont pas
connexes se décomposent en sous-ensembles
connexes aussi grands que possible, dont la réu-
nion donne A, qu’on appelle les «composantes
connexes de A». Dans le cas du T majuscule
fractal, enlever un point séparateur donnera un
sous-ensemble du plan comportant deux ou trois
composantes connexes. Enlever le point de
coordonnées (1/2,1) sépare par exemple cette

Les fractales carrées se classent

en catégories qu'il est intéressant
de bien comprendre. Lorsque tous
les points d'une fractale carrée
peuvent étre joints les uns aux
autres par des courbes continues,
on dit que la fractale est d'un seul
tenant, ou connexe. Elle peut alors
contenir ou non des courbes
continues bouclées.

Le tapis de Sierpinski de l'encadré 1
contient bien sir de telles boucles,
dont la plus grande est celle du
périmétre du carré de départ.

Le H majuscule fractal contient

M

Le H majuscule fractal

[LL

FRACTALES CARREES CONNEXES
AVEC BOUCLES

lui aussi des boucles, de méme que
le S couché fractal et la croix trouée
fractale. Cependant, toute courbe
fermée dans le S couché fractal ou
la croix trouée fractale a une
longueur infinie : une telle courbe
est en effet contrainte de faire des
détours a toutes les échelles, ce qui
allonge son trajet sans limite !

En revanche, il existe des boucles de
longueur finie dans le H majuscule
fractal ou le tapis de Sierpinski — en
raison de l'existence, dans ces deux
derniéres fractales, de segments
verticaux et horizontaux.

Le S couché fractal

1}

La croix trouée fractale
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fractale en trois composantes connexes: la
partie centrale qui descend jusqu’au point de
coordonnées (1/2,0), une partie a droite com-
posée d’un T fractal de taille 1/3 collé a un
T fractal de taille 1/9, et une partie a gauche
symétrique a celle de droite.

Méme si ce n’est pas tout a fait évident, il
existe pour le T majuscule fractal des points
qui, lorsqu’on les retire, donnent seulement
deux composantes connexes. C’est le cas, par
exemple, des points de coordonnées (1/3,1)
et (2/3,1), et plus généralement des points dont
les coordonnées sont de la forme (k/3", 1) avec
7 un entier strictement positif et k un entier
compris entre 1 et 3"-1. Plus précisément, les
points d’ordonnée y=1 qui séparent le T majus-
cule fractal en trois composantes sont tous ceux
dont’abscisse est de laforme x= (1+2k) / (2x3"),
avec 7 un entier positif ou nul et (1+2k) un
entier impair compris entre 1 et 2x3"-1. Tous
les autres points (& Pexception des extrémités
du segment) le séparent en deux.

La fractale de Vicsek (voir les encadrés 2
et 4) posseéde des points séparateurs qui le
coupent en quatre composantes COnnexes.
Cette fractale est tres connue des physiciens,
qui l'utilisent pour concevoir des antennes, et

LES DENDRITES FRACTALES

Les fractales carrées connexes ne contenant pas de boucle

se nomment des dendrites. Leur forme générale est celle d'un
arbre dont chaque branche posséde une infinité de bifurcations.
Dans une telle fractale, deux points quelconques peuvent
étre joints par une courbe continue unique.

C'est bien clair pour la fractale de Vicsek, dont on donne
ci-dessous une seconde réalisation comme fractale carrée.
Dans cette fractale, joindre deux points est toujours faisable
par un chemin de longueur fini. Pour le taureau fractal et le
Loch Ness fractal, en revanche, ce n'est plus possible : deux
points peuvent toujours se joindre par une courbe continue,
mais celle-ci aura nécessairement une longueur infinie.

= 3

Le taureau fractal

A

Le Loch Ness fractal
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aujourd’hui encore on étudie les propriétés des
dispositifs physiques construits en se basant
sur sa forme. La fractale de Vicsek contient
aussi des points séparateurs qui donnent deux
composantes connexes — par exemple, le point
de coordonnées (1/2,2/3) — mais n’en contient
pas qui donnent trois composantes connexes.

Un résultat assez étonnant a été démontré
en 2023 par Dmitry Drozdov et Andrei Tetenov:
dans le cas d’une fractale carrée connexe, enle-
ver un point peut maintenir la fractale d’un seul
tenant (point extréme), peut la couper en
deux, trois ou quatre composantes connexes,
mais ne le coupera jamais en k composantes
connexes pour k>4.

Les fractales carrées dendrites se divisent en
deux catégories bien nettes. Il y a celles (comme
la fractale de Vicsek) qui contiennent des seg-
ments et celles qui n’en contiennent pas — dont
par exemple le Taureau fractal et le Loch Ness
fractal (voir Pencadré 4). Dans le premier cas,
joindre deux points extrémes se fait en emprun-
tant un chemin unique ne se recoupant pas qui
est de longueur finie. Dans le second cas, il
existe une unique maniere de joindre deux
points extrémes sans repasser pas le méme
point, mais la longueur du trajet sera toujours
infinie. La situation de ces fractales est un peu
étrange et analogue a la frontiere du célebre
flocon de Von Koch: deux points ne sont jamais
tres éloignés a vol d’oiseau 'un de lautre et ils
peuvent étre joints 'un a 'autre par une courbe
continue, pourtant si vous voyagez a vitesse
finie, le trajet qui permet de joindre deux points
distincts exigera toujours un temps infini.

Une classification encore plus fine des frac-
tales carrées dendritiques, en 7 sous-catégories,
a été proposée en 2023 par Dmitry Drozdov
et Andrei Tetenov, montrant que comprendre
I'infiniment petit sera peut-étre une tache...
sans fin.

LE CAS ECLATE

Revenons a présent sur la situation ou la
fractale carrée L n’est pas connexe - le «cas
éclaté» (voir Pencadré 5). Quand un sous-
ensemble A du plan n’est pas connexe, un
grand nombre de situations sont possibles. I
peut y avoir un nombre fini des composantes
connexes, une infinité dénombrable ou une infi-
nité non dénombrable. Pour une fractale carrée
éclatée, seul le cas fini et le cas infini non dénom-
brable sont possibles. Dans le cas infini, les com-
posantes connexes peuvent étre réduites a des
points — on dit alors que L est totalement dis-
continu - mais il peut aussi y avoir des segments
de droite, ce qui se produit fréquemment. Dans
ce dernier cas, ce sont uniquement des seg-
ments de droites paralleles entre eux.

Comme expliqué au début de D’article,
chaque fractale carrée est définie a partir d’'un
entier k et d’'un ensemble de coordonnées E:



LES FRACTALES CARREES ECLATEES

0

Fractale carrée avec deux composantes connexes

4
J,//A;ﬂ
P

Fractale carrée composée de segments obliques

ce sont des données finies. On peut donc envi-
sager des algorithmes qui, a partir de ces don-
nées, indiquent les propriétés topologiques de
la fractale produite par le procédé général de
Sierpinski. C’est ce qui a été fait par Jian-Ci Xiao
en 2020: il a proposé un algorithme qui, apres
avoir associé un graphe aux données, en déduit
si le nombre de composantes connexes de la
fractale est fini et calcule alors ce nombre.
Ce type de résultats illustre I'idée qu’analyser
et connaitre les propriétés d’ensembles fractals
infiniment fins est possible par des procédés
finis. Le fini donne parfois acces a l'infini,
comme quand en arithmétique on démontre par
un raisonnement fini qu’il existe une infinité de
nombres premiers, et bien d’autres choses.

Le cas de I’éclatement en un nombre infini
de composantes connexes réduites chacune a
un point est intéressant, car il permet d’ima-
giner une structure pour notre univers qui
explique le paradoxe d’Olbers. Ce paradoxe
résulte de I'idée que, méme si la densité des
étoiles dans I’espace est tres faible, si elles
sont réparties assez aléatoirement et unifor-
mément alors dans toute direction une droite
finit par rencontrer une étoile. Si les photons
ne perdent pas d’énergie en voyageant vers
nous sans rencontrer d’obstacles, la lumino-
sité de la surface d’une étoile est indépen-
dante de sa distance. Donc, dans ’hypothese
ou toute direction d’observation intercepte la
surface d’une étoile, le ciel nocturne devrait
étre aussi brillant que la surface d’une étoile

moyenne comme notre Soleil: il devrait étre
totalement lumineux et nous aveugler. Or ce
n’est pas le cas: le ciel nocturne est presque
entierement noir!

Plusieurs solutions au paradoxe sont
connues, mais 'une d’elles, proposée en 1907
par Edmund Edward Fournier d’Albe et ensuite
rendue plus précise par Benoit Mandelbrot s’ap-
puie sur les structures fractales totalement dis-
continues. Elle consiste a imaginer qu’il y a bien
des étoiles partout dans 'espace (quon suppose
infini) mais quelles sont réparties comme les
points d’une fractale totalement discontinue,
analogue en trois dimensions a celle présentée
en bas a droite dans 'encadré 5, en imaginant
qu’on en prolonge la structure au-dela du carré
de départ. Cela conduit a une répartition des
étoiles qui a les propriétés suivantes:

(a) Il'y a bien des étoiles partout;

(b) La densité d’étoiles dans une sphére de
rayon donné n’est jamais nulle;

(¢) Pourtant, plus le rayon de cette spheére
est grand, plus la densité d’¢étoiles est faible;

(d) Avec une telle structure le ciel n’est pas
totalement lumineux.

L’imagination mathématique s’est affinée
en concevant les fractales, qui par ailleurs
posent une multitude de problemes amu-
sants et intrigants. Méme avec les contraintes
strictes du procédé de Sierpinski, on se trouve
confronté a des situations non triviales, qui
nous éclairent et méme nous aident a com-
prendre infiniment fin. m

Lorsqu'une fractale carrée n'est pas connexe, elle peut posséder un nombre fini de composantes connexes, ou au
contraire en avoir un nombre infini. Selon les cas, les composantes connexes sont des segments de droite ou des points.
Lorsque les composantes connexes sont réduites a des points, on dit que la fractale carrée est totalement discontinue.

i
Y

Fractale carrée avec trois composantes connexes

Fractale carrée totalement dlscontlnue
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