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Probléme 1 (Analyse) :

Partie 1 : Etude de fonction

On pose
. R+ — R
“x o~ cos(y/T)

On admet (pour le moment) le théoréme suivant :

f

Théoréme 0.1

Soit h € CY(R* ,R). Si Jo € R tel que I/ (x) — alors 33 € R tel que h(x) — B.
T T—

1. Tout d'abord, par composition d'applications, f est bien définie sur R, (cos définie sur R et x — /= définie
sur Ry).

Soit n € N*. On a

cos(y) = 2 op) + o(y?")
par développement de référence. Donc
_ _ = (_1)k k n

On a donc bien, par définition, un développement limité a I'ordre n de f en O.

2. (a) Par composée d'applications continues, f est continue sur R . De plus, d'aprés la question précédente,
on a

cos(vr) = 1— Ty o(z)

z—0 2

Donc,
f(x) = f(0) _ cos(vz)—1

€T €T x—r
Donc, par définition, f est dérivable en 0 et f/(0) = —1/2.




De plus, on a (z — /z) € D}(R%,R) et cos € D! (R, R), donc par composition, f € D!(R%,R). Et

Vo >0, f(z) = _51;(\/\/;)‘
Donc
~1/2 siz=0
Ve >0, f'(z) = :
z 20, f(z) {_SH;%E) siz >0
(b) Par composition, on a aussi f € C'(R%,R). Or sin(f) \f donc f'(x) —— —1/2 = f’(0). Donc, par

caractérisation de la continuité par les limites, f’ est continue en 0. Donc f' € CO(R+,R) et donc, par définition,
f € CL(Ry,R).
(c) Toujours par composition, on a f € CQ(RLR). En particulier, f' € C°(R4+,R) N CH(R%,R). Et

cos f)f sm
Vo >0, f(z)=—

2x
cos(va)  sin(ya)
4x da+\/x

(f—x‘ﬁfm )

Donc f"(x) — —1/24. Or f' € CO%(R4,R) N D(R*,R), donc, par théoréme de prolongement C! (aka théoréme
satanique), f' € DY(Ry,R) et f(0) = —1/24. Et dans ce cas, f”(z) — —1/24 = f"(0) donc f” est continue en 0.
Or f' € C}(R%,R), dérivable en 0, donc f’ € C}(Ry,R). Autrement dit, f € C*(R4,R).
3. (a) Comme (z +— /x) € C*°(R%,R) et cos € C*°(R,R), par composition, f € C*°(R*,R).
On admettra qu'il existe deux suites de polyndmes (P, )nen+ et (Qn)nen+ tels que

B ) D g

Va > 0, f(”)(x) = Qn(z).
De plus, Pi(X) =0, Q1(X) =—1et

Pra1(X) = Qu(X) + 2X PL(X) — 2(n — 1) P (X)

Vn € N*, {
Qn-i—l(X) = 2XQ;1(X) - (2n - 1)Qn(X) - XPn(X)

(b) Soit n € N*. Donc,

sin(y/E) ~
x) + NG Qn(x).

Or x +— cos(y/z) a un développement limité en 0 a I'ordre n — 1 (cf question . P, et Q, sont des polyndmes, donc

admettent des développements limités en 0 3 I'ordre n — 1. Par produit, = — COSQ(,‘L/E)P;(QC) admet un développement

limité a l'ordre n — 1 en 0.

Ve >0, 2" (2) =

D’autre part, on a

- )ky2k+1

2n—1
sin(y y_m Z 2k + 1)1 +o(y™" 7).

Or \/Jr —— 0, donc
z—0

. [t G RPN e
sin(y/x) = kgo M + o(z" /)



d'ol
zk

- k
sin( B 1
—rt g 2k:+ i e

Donc z — % admet un développement limité en 0 a I'ordre n—1 par définition. D'ou, par produit, x +— Sl;n(ﬁ)@v (z)
admet un développement limité en 0 a I'ordre n — 1.

Finalement, par combinaison linéaire d'applications admettant un développement limité en 0 a l'ordre n — 1, z —
2"~ 1) (x) admet un développement limité en 0 a I'ordre n — 1.

(c) Onadéavu Pi(X)=0cet Qi(X)=—1. Alors
Py(X)=Qi(X)+2XP(X)=—-1 et  QX)=2XQ(X)-Qi(X)-XP(X)=1
et aussi

P3(X) = Qo(X) +2XPy(X) —2P3(X) =3 et Q3(X)=2XQHX)—-3Q2(X) - XP(X)=X -3

lors (V3)  sin(ya)
V 0 " _ 3COS X Sin X _3).
x>0, f"(x) 2 +8x2\/§(w )
Donc
) = 21 o))+ 2 (1 o)
=0 § 2 24 8 6 120
2
R
z—0 ]_20 + O(l’ )

On a donc f"'(x) o~ —1/120 par caractérisation des équivalents par les 0. Donc f"'(z) — —1/120.
— T—

D’autre part, d'aprés la question g [ € C} (R4, R), donc f” € CO(R4,R) et f” € DI(R%,R) cf Donc, par
théoréme de prolongement C! (aka théoréme satanique), f” € D' (R, R) et f(0) = —1/120.

Or f € CO(R%,R) cfet 1" (x) — f""(0), donc f” continue en 0, donc f"” € C°(Ry,R) et donc f €
C3(Ry,R).

4. Soit n € N*.

(a) D’apresla question z — z" f("1)(z) admet un développement limité en 0 3 I'ordre n. Donc Jag, . .., a, € R
tel que

xnf(n+1) (.’E) Zfo Z @n—kﬂfk + O(JL‘”)
k=0

n
= Z arz™F 4 o(z™)
x—0
k=0
=, an T ap-17 + Un—ox® 4 - + a1 + apz™ + o(z").
T—

Alors

n+1

ill

¢||

§ TTM: Il M:
bl
\

An—
= +"1+ +—+a0+o(1)

€0 xn xn—1

(b) On consideére la fonction g : x — f(n)(z)+ > 1_s (kff# —ay In(z). Alors g € CH(R%,R) car f € C}(R%,R)
cf [3al et par combinaison linéaire d’applications C! sur R*.. De plus,

Va >0, g'a) = @) - Y 5 -2



= agp+o0(l) — ag € R.
0 z—0

T—r

Donc, par le théoréme 3¢ € R tel que g(x) - £. On a donc
T—r

g(x) = £+o(1)

z—0
(n) S G
— f\")() = 7kg2m+alln(x)+f+o(l).
(c) On suppose que ) a une limite finie en 0. Montrons que a; = as = - - - = a,, = 0. Raisonnons par |'absurde

et supposons 3k € {1,...,n} tel que ar # 0. On pose p = max{k € {1,...,n}, ar # 0}. Ce maximum existe
puisque {k € {1,...,n}, ar # 0} est ensemble non vide (par hypothése) et borné de N. Alors, par définition de p,
Qpy1 = App2 = -+ = a, = 0. Et donc

__ 9% ip>2
(n)l’ :—L—"-—%—FCL In(z) + £+ o(1) ~ (p—1)zP SIp -~
1) =, -0 2 b o) 5,4 T 202

Dans les deux cas, on a f(")(z) — +00 ce qui contredit la limite finie en 0 de f(®). Donc &,
—

D'oua; =---=a, =0. Et donc

f(nJrl)(x) = ag + 0(1) m) ag.

Donc f(*1) 3 aussi une limite finie en 0.
(d) On a déja vu que f € C3(R.,R). Supposons qu'il existe n € N* tel que f € C*(Ry,R). On a toujours
f € C®(R%,R) d'aprés la[3al D'apres la question [43] on a,

n

Jag, . ..,an € R, fM(z) = 274_0(1)'

k
0

D’aprés la[4b] on en déduit que

n a
_gﬁ + a1 In(z) + £+ o(1).

I eR, fM(x)

x—0

Mais par hypothése de récurrence, f € C*(R,;,R). Donc f(™ est continue en 0. Donc, par caractérisation de la
continuité par les limites, f((2) —— £ (0) € R. D’oli, d’aprés la question , FOD(z) — ag.
z—0 z—0

Or f™ € CO(R+,R)ND'(R*,R). Donc, par théoréme de prolongement C*, f(") est dérivable en 0 et f+1)(0) =
ag.

De plus, f+Y) € CO(R%,R) cf , et on vient de montrer que f("*+1(z) —r a0 = f@+D(0). Donc f*+1) e

T

C°(R.,R). Et donc f € C""1(R,R).

Par principe de récurrence, on vient donc de montrer que Vn € N*, f € C"(R4,R). D'ou f € C*(R4,R).

5. On vient de montrer, a la question , que f € C*®°(R4,R). Donc, par théoreme de Taylor-Young, f admet un
développement limité en 0 a tout ordre et

n, f(k)
Vn e N*, f(z) > S210) +o(z").

Or, d'apres la question [I} on a

Vn € N*| f(x)

Par unicité du développement limité, on en déduit

Vn e N*, f(0) = (_(21:;?' — 7(1'_(2;;




Probléme 2 (Hyperplans de matrices) :

Partie A : Tout hyperplan de M, (K) contient une matrice inversible

On note :
M, (K) — K

vAE Mu(K), pa:™ 307 tr(AM)

1. Soit A € M,,(K). Le produit matriciel est bilinéaire (en particulier linéaire a droite), donc M — AM est linéaire.
La trace est linéaire. Donc, par composition, ¢ 4 est linéaire. De plus, ¢4 est a valeur dans K, donc ¢4 est une forme
linéaire sur M, (K).

On peut le faire aussi par le calcul :

VM,N € M,(K), VA €K, pa(AM + N) = tr(A(AM + N))
= tr(AMAM + AN) distributivité
= Atr(AM) + tr(AN) tr linéaire
= Apa(M) +pa(N)

2. Soit A = (a;j)1<ij<n: B = (bij)1<ij<n € Mn(K). On pose AB = (¢;j)1<ij<n €t BA = (d;j)1<ij<n. Par
produit matriciel,

n n
Vi,j S {1, C. ,n}, Cij = Z ai,kbk,j et diﬂ' = Z b@kak’j.
k=1 k=1

Donc, par définition de la trace,

n n n

tl"(AB) = Z Cii = Z Z ai,kb;m- = Z Z bkﬂ-ai’k = Z dk,k = tr(BA).

i=1 1 k=1 k=1i=1 k=1

3. Soiti,j € {1,...,n}et A€ Mu(K). pa(E;;) = tr(AE;;). On pose A = (ak)1<k.e<n et Eij = (0ix0j0) 1<k 0<n-
Alors AFE; j = (bke)1<k,e<n OU

Vk, 0 € {1,...,n}, b = Z ak,p(si,pdj,g = ak7i5j7g.

p=1
Donc
n n
@A(Ei,j) = tl“(AEZ'J) = Z bk,k = Z améj’k = Qj;-
k=1 k=1
4. On pose

Mn(K) = L(M,(K),K)

D : A o o

La bilinéarité du produit matriciel (en particulier la linéarité a gauche) et la linéarité de la trace fournissent la linéarité
de @ : Soit A, B € M,,(K) et A € K.

VM € My, (K), (P(AMA+ B))(M) = oxa+(M) def
=tr((AM + B)M) def ¢
= Atr(AM) + tr(BM) linéarité tr
= Apa(M) + ¢p(M) def ¢
— A(®B(A))(M) + (B(B))(M) def @



= (AD(A) + &(B))(M) def opérations entre applications

Donc par définition de I'égalité entre applications, ?(AA+B) = A®(A)+P(B). Et donc ® € L(M,,(K), L(M,,(K),K)).
De plus :

Acker(®) < pa=0
— VM € M, (K), pa(M) =0

= Vi,je{l,...,n}, pa(E;;) =0 car base de M,,(K)
< v@,jE{l,,n}, [A]_LZ:O cf
— A=0

Donc ker(®) = {0}. Donc @ est injective.

Or dim(£L(M,(K), K)) = dim(M,,(K)) x dim(K) = dim(M,,(K)). Donc, par théoréme d'isomorphisme, ® est un
isomorphisme.

Soit H un hyperplan de M,,(K).

5. Par le lien entre hyperplan et forme linéaire, 3p € L(M,,(K),K) telle que ker(¢) = H. Par I'isomorphisme ®
de la question précédente, 3A € M,,(K) telle que p = ®(A) = 4. Donc 3A € M, (K) telle que H = ker(p4).

De plus, si A =0, alors o4 = 0 et donc ker(p4) = M, (K). Or H est un hyperplan de M,,(K) donc M,,(K) #
M, (K). Donc A # 0.

0 0
A est équivalente a J,., donc U,V € GL,,(K) telles que A =UJ, V. Et donc

6. Soit r =rg(A) > 1let J. = (Ir O).

VM € My (K), pa(M) = tr(AM)

= te(UJ,V M)
= tr(J,VMU) tr(MN) = tr(NM)
7. On pose
0O 1 0 0
N=|: 10
0 0 1
1 0 0

(a) Soit P € M, (K). Si P = 0, il est clair que VX € M, 1(K), PX = 0. Supposons que P # 0. Donc
Jk,l € {1,...,n} tels que [P ¢ # 0.
On considére Ey = (5j,2)1§j§n S Mnyl(K). Alors PE, = (Jjj)lgjgn et

n

VJ S {1, .. .,n}, Tj = Z[P]jﬂ'&"g = [P]jf'
i=1
En particulier, z, = [Py ¢ # 0. Donc PE; # 0.
Donc, par contraposition, VX € M, 1(K), PX =0 = P = 0. D’ou I'équivalence demandée.

(b) Soit X = (SL‘j)lSan € ./\/lnjl(K). Alors

0 1 o ... 0 X9
. . x1
. . : z3
: : o .
NX p— E . . . 1 0 E p—
0 0 1 T, Tn
1 0 0 T



D’ou I'on déduit

x3
X4 x1
5 : €2
N°X = : et N"X =
T,
X1 Tn
€2

(c) On a donc VX € M, 1(K), N*X = X. Autrement dit, VX € M, 1(K), (N" —I,)X = 0. Donc, d'aprés le
début de la question, N™ = I,,. Donc, par associativité, NN™"~! = I,,. Donc N est inversible & droite. Or N est une
matrice carré, donc N € GL,(K) (et en plus, N~t = N»~ 1),

_ (N1 N2\ o
On pose N = <N3 N4> ou Ny € M, (K). Alors
B I 0\ (N1 No\\ . (M Ny B
wom=e((5 9 (32 5) 2 %) cu-
0 1 (0)
car Ny = R € M, (K).
S
(0) 0

8. D’apres les deux questions précédentes,
0=tr(J,N) =tr(J,V(VINUYU) = pa(VINU)
Donc V-INU™! € ker(pa) = H. Or V,N,U € GL,(K) donc V-!NU~! € GL,(K). Donc H N GL,(K) # 0.

Partie B : Hyperplans de M, (K) stable par multiplication

9. On suppose ici n = 2. dim(7;"(K)) = @ =3=4—1=dim(M3(K)) — 1. Donc 75" (K) est un hyperplan
de My (K).
De plus, on sait que 75" (K) est stable par produit.

Soit H un hyperplan de M, (K) stable par multiplication. Donc, d'aprés la partie A, 3A € M, (K) telle que
H =ker(pa) et 3Q € H N GL,(K).

10. H est stable par produit et Q € H. Donc Q? € H. Puis, par une récurrence facile (donc a faire), Vk € N*,
Qe H.

11. La famille (Q, Q?,... ,Q”Q) est une famille de n? vecteurs de H et dim(H) = n? — 1. Donc (Q, Q?, ... ,Q”Q)
est liée.

12. Par définition d’une famille liée, I(A1, ..., \2) € K™\ {(0,...,0)} tels que 222:1 M QF = 0.

On pose i = min{k € {1,...,n%}, \; # 0} (ce minimum existe puisque les coefficients ne sont pas tous nuls).
Donci > 1. Etdonc Vj € {1,...,i — 1}, A\; = 0. Et donc aussi

71,2 TL2 TL2
0= > Q=Y MQ"=Q" > M@
k=1 k=i k=i
Or @ est inversible, donc 0 = ZZ; Me@F~7. De plus, par définition, \; # 0. Donc
’I’L2
Ak

In=— > y

k=i+1

QFteH

car H est un ev et toutes les puissances de () sont dans H.



13. On vient de montrer que I, € H = ker(p4). Donc
0=a(l,) =tr(Al,) = tr(A).

Soit B € H.
14. Soit M € H. Alors M B € H car H est stable par produit (par hypothése). Donc :

MeH — MBeH H stable par produit
<= MB € ker(pa) def H
<~ pa(MB)=0 def ker(p4)
< tr(AMB) =0 def pa
< tr(BAM) =0 trace d'un produit
< ppa(M)=0 def ppa
< M € ker(¢pa) def noyau

Et donc H C ker(¢pa).

15. Ona H C ker(ppa). Si opa =0, alors BA=0x A.Si ppa # 0, alors ker(¢p4) est un hyperplan de M,,(K)
par théoréme du rang. Et donc H = ker(ppa). Or H = ker(p4). Donc p4 et ¢pa sont proportionnelles. Donc
X € K* tel que ppa = Apa. En particulier, Vi, j € {1,...,n}, opa(Ei;) = Apa(E; ;). D'apres , Vi,j €{1,...,n},
[BA]],Z = )‘[A}J,Z Donc BA = M\A.

On note
F={M = (m;;)i<ij<n € Mn(K), ma1 =+ =mp1 =0}
16. On a
F = {M = (mi,j)lgi,jgn € ./\/ln(K), m2,1 == mn,l = O} = VeCt(ELl,Ei,j, 2 S 7 § n, 1 §] S n)

Donc dim(F) =1+ Y7 o> 11 =147 n=1+n(n—1) =n>—n+1 car on a une famille génératrice de F
qui est une sous-famille de la base canonique de M,,(K) donc qui est libre (et donc une base de F).

17. On admet que H est isomorphe a un sev de F. Donc dim(H) < dim(F) =n? —n + 1.

Or H est un hyperplan. Donc dim(H) =n? — 1. Donc n? —1 <n? —n+1 <= n < 2. Or n > 2 par hypothése.
Donc n = 2.



