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Partie | : Déterminants a triangles constants et diagonale constante.

. Avec beaucoup d’effort, on a A; = a. Avec un tout petit effort supplémentaire, Ay = a? — bc et enfin la formule
de Sarrus nous donne

b
Az = bl = a® + be® + b2c — 3abe
a

o O
o 2 o

(a) Dans le cas a =b, on a Vn > 2,

a ... a a

c a ... a a
A, = :
a
c a

a a a 0

a a ... a 0

c c ... a 0

a ¢ ... ¢ a—c

=(a—c)Ap_1

Et donc par récurrence facile, on a A, = (a — ¢)" 1Ay = a(a — ¢)"~! pour tout n > 1.

(b) On se met dans le cas a = c. Alors Vn > 1,

a b . b
a a b
An = 1. .

a a a
a a a
b a a

= . transposée
b b ... a

=a(a—b)"!



(c) On se met dans le cas b = c. Alors ¥n € N¥,

a b ... b
b a b
An: . .
b b . a
a+(n—1b b b
a+(n—1b a ... b
= : _— : i+ Ci+0Cy+---4+Cy,
a+(n—1b b ... a
1 0 b
1 a b
=(a+m-1)0)]. .
1 0 a
1 b b b
0 a—b 0 0 Ly < Lo—14
:(a+(n—1)b)0 0 a—2b 0 :
: : L, < L,—L,1
0 0 0 a—2b

3.0nan>3etb#c

(a) On va faire des opérations sur les lignes et les colonnes pour établir la relation. Allons-y.

a b b ... b
c a b ...
A,=|c ¢ a ... Db
c ¢ c¢ . a
a—b b b ... b
c—a a b ... b
-1 0 c a ... b Cy « Cp — Cy
0 c c a
20a—b—c b—a O 0
c—a a b ... b
— 0 c a ... b Ly + L — Ly
0 c c a
b—a 0 0 . 0
c a b . b
=(2a—b—c)Ay 1 —(c—a)| ¢ ¢ a ... Db
c c c a

= (2a=b—c)An1 = (c=a)(b—a)An

ce qui nous donne la relation demandée.



(b) La suite (A,),>1 vérifie une relation de récurrence linéaire d'ordre 2 d'équation caractéristique X2 — (2a —

b—c)X + (a—b)(a—c). Le discriminant de ce polynéme est (2a—b—c)? —4(a—b)(a—c) = b*> —2cb+c? =
(b—c)? > 0. Il admet donc deux racines réels distinctes 7 = a — b et 72a — ¢ (qui sont éventuellement 3
échangées selon que b > c ou ¢ < b). On en déduit donc que I\, i € R tel que Vn € N*, A, = \r] + urf.
Les valeurs en n = 1 et 2 nous permettent d’'obtenir les valeurs de X et . On a

a—> a—c

Ay =a=Ary + uro PN A\ a
Ao = a? — be = \r? + uri (a=0)? (a—c)?) \u a’? — be

On suppose a # b et a # c. Le déterminant de la matrice de ce systeme est ri72(r2 — 1) = (a —b)(a —
¢)(b—c) # 0. Le systéme est donc de Cramer et on obtient donc

a a—=¢
Ao 1@ be (@O oo _ e
@=0)(a=0)(—c) (a=b)(a—c)(b—<) be
a—0b a
_e=b)? @bl (opybo-aat? _ b
= e oo (@=b)(a=c) (=) bme

d'odl Vn € N*, A,, = Moz —clab)”
On remarque que cette relation est encore vraie si a = b ou a = ¢ (on notera que les trois paramétres

ne peuvent &tre égaux en méme temps) en vertu de la question 2 déja traitée.

Partie Il : Déterminants a triangles constants.

4. Soitn>1letxeR. Ona

ai+z b4z b+
ct+x ax+vw b+
c+x c+x an +
b— b—
a +x a1 a1 CQ < CQ—Cl
c+zx as—c b—c _

: : : - B
c+x 0 ap — C Cn Cn =G
ap b—ay b—ay r b—ay b—a;

c ag—c b—c T ag—c b—c
= _ +1. _ Linéarité lere colonne
c 0 ap — C T 0 Ay — C
ﬁ o4
= [+ xa

ol « et [ sont des déterminants indépendants de x (z n'apparait pas dans les coefficients des matrices). Donc
dn(z) est une fonction affine en z.

5. On va évalué en —c et —b. On a

ap—b 0 0
c—b ay—0> 0 n
(=) =1 . : S H(ak_b)
. . . k:].
c—b c¢c—b anp — b

car la matrice est triangulaire inférieure.



De méme,

ai—c b—c¢ b—
0 as — ¢ b— n
dp(—c) = : = H(ak —c)
. k=1
0 0 ap — C

car la matrice est triangulaire supérieure.
6. On en déduit donc le systeme
{6 — ba = [[i=i(ax — b)
B —ca = [Ij=i(ar = ¢)

d'ou I'on déduit facilement par la méthode de votre choix (déterminant dans un systéme de Cramer ou combinaison

linéaire sur les lignes) que

o = szl(ak—b)—nzzl(“k—c)
B = c]leey (ar=b)=b]];_,(ax—c)
- —b

C

Finalement,
c[Tp—y1(ax —b) = bITp_q(ar — )

Dn:dn(o):/@: c—b

Partie |1l : Déterminants de puissances.

Soit n € N*, a € R* et A,, = (a;)1<i,j<n € Mn(R) définie par Vi, j € {1,...,n}, a;j = a".
7. On a donc
01 = det(A;) = det (a) =a

et

par Sarrus.

8. Soit n > 3. On suppose a? = 1. Alors Vk € N, a®* = (a®)¥ = a*. Et donc, Vj € {1,...,n}, a1j =a’ =a

as,j- Donc L1 (An) = Lg(An) Donc 6n = det(An) =0.
9. On suppose encore n. > 3 et a® # 1. On suppose aussi d,,_1 # 0. On pose

a a® ad oo g™t X
a2 at ab q2(n—1) X2
o3 6 a? 31 x3
Po(X) = :
a1 g2(n=1) 3(n-1) .. (=17 xn-1
a™ a2n 3" L. CLn(n—l) xn

(a) En développant le déterminant P, selon la derniére colonne, on a

n

Pn(X> = Z(_DnHXi(Pn)i,n
i=1

3 _

ol (Py)in est le déterminant obtenue en enlevant la i-éme ligne et la n-éme colonne de P,,. Par conséquent,

tous les (F;,);» sont des constantes indépendantes de X. Donc P, (X) est bien un polynéme.
D’autre part,

a a2 .o an_l
a? a2 o 21
an.—l az(ﬁ—n a(n.—1)2

Donc P, est bien de degré n. Et son coefficient dominant est §,,_1.



(b) On remarque aisément que

a CL2 CL3 an—l k
a2 a 6 q2(n—1) a2k
o a3 ab a? co g3n—1) a3k
Vke{l,...,n—1}, P,(a")=]| . ) ) ) . . =0
a1 g2(n-1) 3(n-1) . (=1 k(n-1)
a™ a2n 3" L. an(n—l) akn
car la k-éme colonne et la derniére sont égales.
De plus, on a facilement aussi P,(0) = 0 car la derniére colonne est nulle.
Finalement, on vient de montrer que P, a n racines 0,a,a?,...,a" ! et elles sont distinctes deux

3 deux (car a # 0 et a®> # 1). Donc finalement, P, est scindé a racines simples dans R[X]. Comme
coeff dom(P,,) = d,,—1, on en déduit

n—1
Po(X) =6 X [ (X -
k=1

(c) Par définition de d,,, on a

8p = Po(a™) def 4,

n—1
= 0p_1a" H (a™ — a¥) cf 9.c

—nlanH H
k=1 k=1

n(n—1) n—1 .
= 0p_1a"a” 2 H(aj -1) chgt indice j =n —k
j=1

n(n+1) n—1 k
= Op—-10 2 H(a -
k=1

(d) Le raisonnement de la question précédente peut étre tenu pour tout n € N avec n > 3. Donc on a montré
que

n—1
n(n+1)
VneN, n>3, 0, =0,_1a" 2 H(ak—

sous condition que d,_1 # 0.
2(2+1)(2+2)

Mais on a montré que ;1 =a # 0 et a Mo (a* —1)>F=a*a—1) =6y #0cara® # 1 et
a#0.
n(n+1)(n+2)

Supposons qu'il existe n > 2 tel que J§,, = a 6 [T:Z ( — 1)k £ 0. Alors

(n+1)(n42) 1
On+1 = Ona 2 H(ak—l) carm+12>3
n(nt1)(n42) (1) (ng2) Lk n
=a 6 a2 H (a® —1)nk H (a® —1) HR
k=1 k=1
(1) (1 2) (n43) n-t
—a 6 (a™ —1) (ak — 1)71“7}C
k=1
_ e T](a* — 1ymti=,
k=1



(n+1)(n+2)(n+3) 2 k
Et comme a #0,0n aa 6 # 0 et a® # 1 nous donne a # £1 et donc Vk € N, a” # 1 et donc

[Ty (a* — 1)m+1=F 2 0,
Donc, par principe de récurrence,

. n(n+1)(n+2) n—1 & ek
Vn e N*, 4, =a 6 H(a —1)"F#£0.
k=1



