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Partie 1 : Etude préliminaire et cas particulier

1. Soit n € N*. On a, par définition de la trace, VM = (m; )i<ij<n € My(C), tr(M) = >7i 1 m;; € C. Donc
tr : M,,(C) — C.

Soit A Be Mn((C) et A\ € C. Onnote A = (aid)lgi’jgn et B= (bi,j)lgi,jgn- Alors A+ \B = (ai,j +)\bi,j)1§i,j§n
par définition des opérations sur M,,(C). Et donc

tr(A+ AB) = Z(%i + Ab; ;) def trace
i=1
= Z @i+ A Z bi,i linéarité somme
i=1 i=1
= tr(A) + A tr(B) def trace

On en déduit donc que la trace est une application linéaire sur M,,(C).

Donc tr est bien une forme linéaire sur M,,(C).

2. Soit n € N*. Soit A = (a;j)1<ij<n €t B = (b j)1<i j<n deux matrices de M, (C). On note AB = (¢; ;)i<i j<n
et BA = (d; j)1<i,j<n les matrices produits dans M,,(C). Alors, par définition du produit matriciel, on a

n n
Vi, j € {1, ... ,n}, Cij = Z ai,kbk,j et d@j = Z biykakd.
k=1 k=1

Alors
n
tr(AB) = Z Cii def trace
i=1
n n
= Z Z a; kg i produit matriciel
i=1 k=1
n n
= Z Z br.ii k commutativité dans C
k=11i=1
n
= Z d. produit matriciel
k=1
= tr(BA) def trace

Donc VA, B € M,,(C), tr(AB) = tr(BA).



3. Soit A, B € M,,(C) semblables. Donc 3P € GL,(C) telle que B = P~1AP. Alors

tr(B) = tr(P 1AP)
=tr(P"1(AP)) associativité
= tr((AP)P™Y) cf 2
= tr(A)
et aussi
det(B) = det(P~1AP)

= det(P~1P)det(A)
= det(A).

Donc deux matrices semblables ont méme trace et méme déterminant.
4. Soit A € My,(C). Alors (A, A2, ..., A"") est une famille de n? + 1 vecteurs de M,,(C). Or dim(M,,(C)) = nZ.
Donc la famille (4, A2, ..., A"®) est liée. Donc, par définition, J(ag, ..., a,z2) € K»*T1\ {0} tel que 222:0 apA¥ = 0.
On pose alors P(X) = S0, ap X*. Alors P € C[X] et deg(P) < n? et P # 0 car (ag, ..., a,2) # 0. Et bien sir,

~ 2
P(A) = Y7 garA¥ = 0. Donc P est un polyndme annulateur non trivial de A, de degré inférieur ou égale a n2.

(P

= det(P1) det(A) det(P)
(
(A

1 1 3
5. On considére la matrice A= |1 3 1]. Alors
311
1-X 1 3
Py(X)=| 1 3—X 1 def polynéme caractéristique
3 1 1
5—X 1 3
=5-X 3—-X 1 Ci+—Ci+Cy+C5
5—X 1 1-X
1 1 3
=0B6-X)|1 3—X 1 linéarité par rapport a la premiere colonne
1 1 1-X
1 1 3
:(5—X)0 2—X -2 Lo+ Lo— 1,4
0 0 —-2-X L3 — L3 — L
=—06-X)2-X)2+X) déterminant matrice triangulaire

Donc le polyndme caractéristique de A est le polynéme P4 (X) = —(5 — X)(2 — X)(2 + X).
6. On calcul :

Pa(A) = (513— A) (23 — A)(213 + A)

= —(A—5I3)(A - 2I3)(A + 213)
—4 1 3 -1 1 3 3 1 3
=11 -2 1 1 1 1 1 6 1
1 -4 3 1 -1 3 1 3

—4 1 T T 7

=1 -2 1 T T

1 -4 T 7

—4 1 3 1 1 1

=-711 -2 1 1 1 1

1 -4 1 1 1



On a donc bien P4(A) = 0.

Partie 2 : Polynome caractéristique

Soit A = (a;)i<ij<3 € M3(C).

7. On a, par définition du polynéme caractéristique :

Pa(X) = det(A — XT5)

a1 — X a2 ai,3
=| a1 ago — X a2.3
as, asp azz — X
a1 a2 a3 X ai,2 a1,3
= laz,1 a2 — X a3z | — 1|0 ago—X az.3
as, asp azz — X 0 asp az3 — X
a1 a12 a3 ai; 0 ai,3 X ap a1,3 X 0 a3
= |az,1 22 azz | —laz1 X a2z | — 1|0 a22 a3z |+]0 X a2,3
a3,1 a372 a3,3 - X CL3,1 0 a3,3 - X 0 a372 CL373 - X 0 0 a3,3 - X
ai1 arz 0 a1 0 a3 ai; 0 0
= det(A) —laz1 a22 0] — a1 X az,3| + |az;1 X 0
azy aze X| |azx1 0 azzl Jazx 0 X
X ai2 13 X a1.2 0 X 0 ai,3 X 0 0
—10 a2 a23|+ 0 az.2 0|+]0 X a3l — 0 X O
0 asz2 33 0 a3 2 X 0 0 as.s 0 0 X
a a a a a a
= det(A) — |t 1,2 X — 11 13 X+ a1 X% - 2,2 2,3 X + a272X2 + a3,3X2 - X3
as1 a2 az1 asgs azo as3

= det(A) — p(A)X +tr(A)X* — X°.
Donc P4(X) = det(A) — pu(A)X + tr(4)X? — X3 € C[X] et deg(Pa) = 3.

8. Soit B € M3(C). On suppose A et B semblable. Donc 3P € GL3(C) telle que B = P~ AP. Alors
Pp(X) =det(B — X1I3) def polynéme caractéristique
=det(P~'AP - XP'I3P)
= det(PY(A — XI3)P)
= det(P) ! det(A — X13) det(P)

(

= det(A — X 13) car P € GL3(C)
= P4(X). def Py
D'ou P4 = Pg si A et B sont semblables.
110
9. Onpose M =0 1 0. Alors
0 01
1-X 1 0 1-X 0 0
Py(X)=det(M - XI)=| 0 1-X 0 |=1-XP*=] 0 1-X 0 |=P,(X).
0 0 1-X 0 0 1-X

Donc M et I3 ont le méme polynéme caractéristique.

En revanche, M et I3 ne sont pas semblables. Si elles I'étaient, il existerait P € GL3(C) telle que M = P~1I3P = I3.
Mais M # I3.

Donc deux matrices non semblables peuvent avoir le méme polynéme caractéristique.



10. Soit A, B € M3(C) semblables. D'aprés la question [8, P4 = Pp. On a donc P4(X) = det(A) — tr(A)X +
u(A)X? — X3 = det(B) —tr(B)X + u(B)X? — X3 = Pg(X). Par liberté de la base canonique de C3[X], on en déduit

det(A) = det(B)
tr(A) = tr(B)
n(A) = pu(B)

11. Par caractérisation de l'inversibilité par le déterminant, on a
A€ GL3(C) <= det(A) #0 < P4(0) #£ 0.

Et donc A € GL3(C) si, et seulement si, 0 n'est pas racine de Py, par définition d'une racine d'un polynéme.

12. Soit u I'endomorphisme de R? canoniquement associée 3 A. Donc u € £(C?). En nommant C la base canonique
de C3, on a donc A = Matc(u). Soit A € C une racine de Pa.

Par définition de P4, on a donc det(A — AI3) = 0. Donc la matrice A — AI3 n’est pas inversible. Or A — A3 =
Mate(u) — AMate(Ides) = Mate(u — AIdes) par linéarité des représentations matricielles. Et par isomorphisme de
représentation matricielle, on a donc © — AId¢s non inversible.

Par théoreme d'isomorphisme (qui est un corollaire du théoréme du rang), on a donc aussi ker(u — AId¢s) # {0}.
Et donc, 3z € C3 avec z # 0 tel que (u — AIdgs)(z) = 0. On a donc u(x) = Az avec = # 0.

13. On suppose que P4 a trois racines distinctes Aj, A2, A3 € C. Soit 1,292,735 € R\ {0} tels que pour tout
1€ {1,2,3}, u(wz) = \z;.

Soit 1, o, us € R tel que pixy + powe + psxs = 0. En appliquant w, on a, avec la linéarité de u, piu(zy) +
po(z2) + ps(z3) = 0. Et par définition, ji1 \121 + Aopawa + Asusxs. En appliquant de nouveau u, on obtient Ay +
A3 oo + )\gugscg =0.0nad

A1x1 + Ao + Azwg3 =0
Atpixr + Agpoxa + Azpzrz =0
)\%ulxl + /\%,ugx'Q + )\%/Lgxg =0

ATTENTION ! On ne peut pas écrire ce systéme matriciellement ! Les x; sont des vecteurs de R? et pas des scalaires !
Toutefois, on peut appliquer le méme raisonnement de résolution.

p1x1 + poxs + pzrs =0

Ap121 + Agpoxe + Azpzrz = 0

Mz + ANpoxs + Apszs =0

p1x1 + pows + pzrs =0

= (Ao — A)zo + pus(A3 — A\)zg =0 Lo+ Lo — MLy
Xopio(A2 — A1)xe + A3uz(A3 — Ap)xz =0 L3 Ly — M Lo

H1x1 + poxo + pzrs =0
< 2o — A)zo + ps(A3 — A\)zg =0

/1,3()\3 — /\2)()\3 — )\1).%'3 =0 L3 < L3z — )\2L3
p1x1 + poze =0

— Qp2(X2 — A1)z =0 car x3 # 0, A\ # A2, A2 # A3
ps =0
iz =0

= S p =0 22 # 0, A # Ao
ps =0
— pr=p2=pu3=0 z1 # 0.

Donc la famille (z1, 29, x3) est libre. Donc (z1, 22, x3) est une base de C? par caractérisation des bases en dimension
finie.



D'autre part, par définition des z;, on a u(z;) = A; pour tout i € {1,2,3}. On note & = (x1,z2,x3). Alors, par
définition,
w(z1) w(wz) u(zs)
/\1 0 0 I1
Matg(u) = 0 Ao 0 9
0 0 )\3 I3

En appelant P = Mat¢ (&) la matrice de passage de la base £ a la base C, on a P € GL3(C) et P~! = Matg(C) la
matrice de passage de la base C a la base &£, la formule de changement de bases, nous donne

A = Mate(u) = Mate(E) Mate (u) Matg (C) = P diag(A, g, A3) P~ L.
Et donc A est semblable a une matrice diagonale, par définition de deux matrices semblables.
Partie 3 : Théoréeme de Cayley-Hamilton

Soit A € M3(C) et u I'endomorphisme de C? canoniquement associée 3 A. Soit = € C? tel que x # 0.
14. Soit n € N, n > 3. La famille (x,u(z),...,u"(z)) contient n + 1 > 4 > 3 vecteurs. Or dim(C?) = 3. Donc la
famille (z,u(x),...,u"(x)) est liée.

15. On vient de montrer a la question précédente, que Vn > 3, (z,u(x),...,u"(z)) est liée. Alors
{k € N, (z,u(x),...,2%(x))} est un ensemble non vide (x # 0 donc (z) est libre) et majorée par 2. Donc p =
max{k € N, (z,u(z),...,u"(z))} existe et par définition du maximum, p < 2.

16. D’apres la question précédente, on a (x,u(x),...,uPT!(z)) liée. Donc, par définition (en fait par négation de
la définition d’une famille libre), 3(Bo, . . ., Bpr1) € CPT2\ {0} tel que SPF1 BruF (x) = 0.

Supposons fBp41 = 0. Alors 37 Bruf(z) = 0. Or, d'aprés la question , (z,u(z),...,uP(x)) est libre. Donc
Bo=--=P8,=0.Donc 0= (B,...,B+1) € CPT2\ {0}. Donc Z.

On en déduit donc 3,41 # 0. On pose alors Vk € {0,...,p}, ay = g—; On a donc wPT(z) + S0 _, apuf(z) =
LS00 Bru(z) = 0.

Bp+1
Dot 3(a,...,ap) € CPHL tel que uPti(z) + X F_  apu(z) = 0.
Remarque : On ne peut pas conclure que (a, ..., a,) # 0 car on pourrait avoir uP*1(z) = 0.

17. On suppose ici p = 2.

(a) D'apresla question[14] on a (z, u(x), u?(x)) libre dans C3. Donc, par caractérisation des bases en dimension finie,
(z,u(x),u?(r)) est une base de C3. Et de plus, on a u3(z) = —apr — ayu(z) — asu?(z). On note B = (z,u(x), u?(z)).
Alors

(b) On a alors

—-X 0 —Q
= 1 —-X —Q]
0 1 —og — X
= —X2(a2 +X)—ap— a1 X Sarrus

= —Opy — OélX —052)(2 —XS

(c) En appelant P = Mat¢(B) la matrice de passage de la base B a la base C et en utilisant la formule de
changement de bases, on a A = Matc(u) = Matc(B) Mats(u) Mats(C) = PBP~!. Donc A et B sont semblables (les
matrices de passages sont inversibles). D'apres la question , Py = Pp.



(d) On en déduit alors

Pa(u)(z) = Pp(u)(x) car Py = Pp
= (—apIdes —ayu — agu® —u®)(z) cf 70
= —(aoz + aru(z) + au®(z) + u*(z))
-0 cf 16l

18. On suppose maintenant p = 1.

(a) La famille (x,u(x)) est libre, par hypothése. Par théoréme de la base incompléte, on peut compléter cette
famille par un vecteur e € C? de sorte que (z,u(z),e) soit une base de C3.

(b) D’apres , on a u¥(z) = —apz — aqu(z). Et u(e) € C* = Vect(x,u(x),e). Donc Ja,b,c € C tel que
u(e) = ax + bu(x) + ce. Alors, si on note B = (z,u(x),e),

0 —ay a
Matg(u) = [1 —o b| wu(z)
0 0 c e

(c) On alors

-X —Qg a
=1 -X-o b
0 0 c— X
o X —Q
= (c— X) 1 —X—o dvpmt L3

=(c— X)(X(X + a1) + ap)
= (C—X)(X2 +a1X —|-Oé()).

On pose v = clIdgs —u. Alors
Pg(u) = (cIdes —u) o (4 + aru 4 apldes) = v o (u? 4 ayu + ag Ldes).

(d) Toujours par changement de bases, A et B sont semblables. Donc, par la question , elles ont le méme polynéme
caractéristique. Donc

Pa(u)(x)
= Pg(u)(z) cf [
=wvo (u:+ aqu + agldes)(x) cf I8d
= v(u?(z) + aju(z) + apz) def composition
= v(0) cf [I6l
=0 car v € L(C?)

19. On suppose maintenant p = 0. Par le théoréme de la base incompléte, on choisit e1, e3 € C? tels que (z, e1, €2)
base de C3.

(a) Par[16] on a u(z) = —apx et 3ai,az, by, by, c1,co € C tels que uler) = a1z + biex + crez et u(ex) =
axx + baey + coea. Alors, en notant B = (z,e1,e3), on a

u(x) wuler)u(ez)

—Q al as u
Matg (u) = 0 b1 by el
0 c1 C2 €2



(b) Alors, par formule de changement de base, A et B sont semblables, donc, d'aprés ,

PA(X) = Pp(X)

= det(B — X1I3)
—Qg — X al a9
= 0 by — X ba
0 C1 Cy — X
_ bh—X by
= —(ap+ X) o - X dvpmt C}

= —(ao + X)((b1 — X)(b2 — X) — c1c2)
= (c1e2 — (b1 — X)(ba — X))(ap + X)

On pose alors v = cicg Ides —(by Idgs —u) o (bo Idgs —u) € £(C3). Alors
Pa(u)(z) = vo (agIdes +u)(w) = v(ax + u(x)) = v(0) = 0.

20. On reprend depuis le début. On vient de montrer que si A € M3(C) et z € C3\ {0} et u est I'endomorphisme
de C? canoniquement associée 3 A, alors P4(u)(z) = 0. Autrement dit, on vient de montrer que Vo € C3\ {0},
Eq(u)(:r) = 0. Or Pa(u) € L(C3). Alors P4(u)(0) = 0. Donc Vz € C3, P4(u)(z) = 0. Et donc, par définition,
Ps(u) = 0.

Et utilisant I'isomorphisme de représentation matricielle, on a P4(A) = Mate(Pa(u)) = 0.

On vient de prouver que VA € Mj5(C), P4(A) = 0. Et donc on vient de montrer le théoréme de Cayley-Hamilton.

Partie 4 : Une application aux suites linéaires récurrentes triples
Soit (up)nen une suite telle que ug =0, up =1, ug =2 et

Vn € N, upts = 4o — dUpy1 + 2uUp.

On pose
0 1 0 U,
A=10 0 1 et VneN, Xpt1 = | tUnt1
2 -5 4 Unp+2
21. Soit n € N. Alors
0O 1 0 Unp Up41 Up41
AXn =10 0 1 Un+1 = Un+2 = | Up+2 = Xn+1.
2 =5 4 Up+2 2Up — dUpy1 + 4Ung2 Un+3

22. On a bien siir, A°X, = I3X, = Xo.
Supposons qu'il existe n € N tel que X,, = A" Xj. Alors

Xpp1 = AX, = AA" X, = A" Xy,
par hypothése de récurrence.

Donc, par principe de récurrence, Vn € N, X,, = A" X.
23. On calcul

Pu(X) = det(A — XI5)
-X 1 0
=0 =X 1
2 -5 4-X



1-X 1 0

=1-X -X 1 Ci+ Ci+Cy+Cs
1-X -5 4-X
11 0
=1-X)[1 -x 1
1 -5 4-X
1 1 0
—(1-X)0 -1-X 1 ?:?:él
0 -6 4-X 3 3o

=(1-X)(—(1+X)(4—X)+6)
=(1-X)(X?-3X+2)
=—(1-X)*(X -2

= X3 4+4X? —5X +2

24. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton montré dans la partie 3, on a IBZ(A) = 0. Donc A% = 4A%2 —5A+2I3.

25. On pose B = A — I3. Comme A et I3 commutent, on peut utiliser le bindme de Newton et donc

B3>=A%—-3A%24+3A—1I4 Newton
= A2 24+ 4 cf 24]
= B2

On aurait pu le faire différemment avec la forme factoriser de P4 : P4(A) = 0 donc (A — I3)2(A — 2I3) = 0 <
(A-I13) - (A-13)>=0 +<— B3= B2
26. On a déja B2 = B? et B3 = B? par la question précédente. Supposons qu'il existe k > 2 tel que BF = B2
Alors B**! = BB* = BB? = B3 = B2. Donc, par principe de récurrence, Yk > 2, B¥ = B2
27. Soit n > 2. Par Newton
" (n
2N =(1+1)" = .
T+ => <k>
k=0
Dot 7 o (3) =2"—1—n.
On a A = B + I3. Alors, par commutativité de B et I3

Vn>2, A" = (B+ I3)" Newton

_ zn: <”> Bk

o \F
S LBt Y (” B
k
k=2
n
=I3+nB+ B? cf 26l
= I3+ nB+ (2" —n —1)B? cf début de question

:I;g+n(A713)+(2"7n71)(A272A+13)
= (2" —2n)I3 — (2" —3n —2)A + (2" —n — 1) A%

On notera que cette relation est vraie encore en n = 0 et n = 1. Donc ¥n € N, A" = (2" — 2n)I3 — (2"T! — 3n —
2)A+ (2" —n —1)A2

28. On calcul
0 0 1
A2=12 —5 4
8 —18 11



On en déduit facilement

Vn €N, A" = (2" — 2n)I3 — (2" — 3n — 2)A + (2" —n — 1) A?

2" — 2n 34+2n—2ntt om 1
=| 22"-n-1) 3n+5-2"2 ol _pn_2
22" —p—2) 3n+8—27F3 2t _pn 3

On a donc aussi, avec la question 22} Vn € N, X,, = A" X,. Et en observant la premiére ligne, on a donc
VneN, u, = Ll(A)XO
= (2" — 2n)ug + 3n +2 — 2" V)uy + (2" —n — 1)uy
=3n+2-2"" 202" —pn—1)

= n.



