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Partie | : Intégrale de Wallis

On pose I, = fOW/Q cos(t)™dt pour tout n € N. Ces intégrales sont bien définies puisque cos est continue sur R.
1. On a donc

w/2
h:/ dt =
0 2

/2
I = / cos(t)dt = [sin()]3/* = 1
0

w/2
I, = / cos(t)"dt
0

On effectue le changement de variable z = 5 — . C'est un changement de variable affine, donc C! sur [0, 7/2]
et bijectif vérifiant dx = —dt. Et donc on a

0 T n /2
I, = / cos ( - x) (—dzx) = / sin(z)"dx
w/2 2 0

puisque Yy € R, cos(m/2 — y) = sin(y).
. On sait que Vt € [0,7/2] et Vn € N, sin(¢)” > 0. Donc, par positivité de l'intégrale, ¥n € N, I, > 0.
Mais d'autres part, pour t = w/4 par exemple, Vn € N, sin(xw/4)" = 27}/2 = 0. Donc la fonction est positive
et non identiquement nulle, donc Vn € N, I, # 0. Autrement dit, Vn € N, I, > 0.
. Pour tout n € N et pour tout ¢ € [0,7/2], on a cos(t)"*! < cos(t) puisque 0 < cos(t) < 1. On en déduit donc,

par croissance de l'intégrale,

et

. Soit n € N. Alors

Vn € N7 In—i—l < In

Donc la suite (I, )nen est décroissante.

Mais comme elle est minorée (strictement) par 0, le théoréme de la limite monotone nous assure la convergence
de (I,).
. Soitn > 2 Onal, = Oﬁ/2 cos(t) x cos(t)""'dt. On effectue une intégration par partie avec les fonction
u(t) = cos(t)" ! et v(t) = sin(t) qui sont C! sur [0,7/2] et vérifient u/(t) = —(n — 1)sin(t) cos(t)" 2 et
v'(t) = cos(t). Donc

w/2
I = [sin(t) cos(®)" 5/ + (n — 1) /O sin(t)? cos(t)"~2dt

1



/2
=(n— 1)/0 (1 — cos(t)?) cos(t)"2dt

puisque n — 1 > 1.
On a donc
In=mn-1)1I,—2—(n-1I,
D'ou
nl, =(n—1)l,_2 (1)

. On en déduit que Vn € N*,
(7’L + I)InJrl =nl, 1

et donc,
Vn e N*, (n+ VI, =nlp11,

Donc la suite ((n + 1)1, I 11) est constante et égale a Iol; = 3.
. On pourrait montrer les relations par récurrences, mais on va faire autrement. On sait que

2n+1 2(n+1)—1

W N, I =— [, =— - "]
n <N, lopio 2n+22n 2+ 1) 2n

Et par une récurrence facile, on a alors

ook —1
A N, I, = I
neN, I kl;[l ok L0
D’ou I'on déduit alors, Vn € N,
[T (2k 1)
Iy, === /]
" [Tg=1712k ’
2%k(2k—1
_ | (2k ) ™
2" [[g=1 k2
b
_ I m
2npl 2
o @2n)! 7
~(2nn!)2 2
Et de méme, on a
2n + 2 2(n +1)

Vn €N, Iypys = Tont1

n+3 "M T 2n+ 1)+ 1
Donc, par récurrence facile, Vn € N,

2k

Dnii =] 5——nh
orT

ALY
IR 2k +1)
2!

~ Tn 2k(2k+1)
[Tio1 =5

(27n!)?
(2n+1)!

8. On a vu a la question 4 que (I,)nen est décroissante. Donc Vn € N, I, 19 < I,,11 < I, par définition de la

décroissance.



9.

10.

11.

12.

Soit n € N. Alors

n+1

Jny1 = (n+2)Inyolni1 = (n+2)—— n+2

I In+1 (TL + ].)In_[n+1 = Jn

Donc la suite (J;,)nen+ constante égale a Jo = Iply = 5.

D’aprés la question précédente, on a Vn € N*, [, < I, < I,,_1. Puisque Vn € N, I,41 > 0 d'aprés 3, on en
déduit

VneN, 1< dn I _mtl
Iy n+1 n

d'aprés 5. Or ”T“ — 1, donc par théorémes des gendarmes II—” —— 1. Et donc, par définition,
n—-+0o0o n—-+0o0o

I, ~ I
n——+oo

On rappelle que Vn € N, J,, = (n+1)I, 411, = 5. Donc J, et 5 puisque /2 # Oet Jy, = (n+1) Il ~

n—+oo
2
nl;.

On en déduit donc, par transitivité de la relation d’équivalence, nI? ~ 5. Et donc I? ~ 7= puisque
n— o0

n——+oo

I'on peut diviser dans les relations d'équivalences. Et comme on peut élever aussi a une puissance réelle avec des
suites a termes strictement positifs (et c'est le cas), on obtient donc

m
I, ~ —
n—-+oo 2n

Partie Il : Résultats intermédiaires
Soit k € N*. On Ay = [ 22D cos(2kma)da. C s 2=l
pose Ay 5— cos(2kmz)dr. Comme x 5
bien définie.
Onposeu:x— x(zr—1)/2etv:z— M Alors u,v € C1([0,1],R) et Vo € [0,1], v/(z) =x —1/2 et
v'(x) = cos(2kmx). Donc, par intégration par partles

cos(2kmx) est continue sur R, Ay est

1
La(z —1) ,—}% (z —1/2)sin(2kmz) ! sin(2kmx)
Ak:/ ———2 cos(2kmzx) = } / (x —1/2) ——dx
0 2 2km 0 0 E‘f_/ 2k
1

On pose alors w : z — _%' Alors w € C1([0,1],R) et Vx € [0,1], w'(x) = sin(2knz). De plus, on a en
fait u : @ — z(z —1)/2 € C?([0,1],R) car polynomiale. Donc v : z + (z — 1/2) € C}([0,1],R) et Yz € [0, 1],
u”(z) = 1. Donc, par intégration par parties,

1 1 1
Ap = ——[(x —1/2 2 L, - 9
k= a2 [(z —1/2) cos(2kmz)]5 + 122 /0 cos(2kmz)dx
1 1 ) )
Py (1/24+1/2) + A2 [sin(2k7x)],
__ L
 4k272’
13. Soit g € C1([0,1],R) et n € N*.
(a) On a
1
/ | cos(2nmx)|dx
0
2nw dt chgt var lin
—/ |cos(t)|2— t = 2nmx
" " dt = 2nmdzx



1 n 2(k+1)m
“on 2/2 | cos(t)[dt Chasles et linéarité intégrale

(2k+1)r 2(k+1)m
/ | cos(t)|dt + / |c0s(t)|dt> Chasles
2

(2k+1)7

chgt var affine

:ﬁ zn: (/W | cos(x + 2km)|dx + /:ﬂ | cos(z + Qk”)|dx> r=t—2kr
(

k=0
1 27
=9 Z / | cos( )]d:c+/ | cos(x)|dx périodicité
k=0
! chgt var affine
%;;) / | cos(x \dx—l—/ ]—cost+7r)]dt> e
1 n
Zy Z /0 | cos(x)|dx

k=0
_2
T
(b) Par produit de fonctions continues sur [0, 1] fol ) sin(2nmx)dx est bien définie.
On pose u : = +— — CObgfgrm) Alors u € CY([0,1],R) et u' : = ~ sin(2n7z). Et g € C1([0,1],R). Donc,

par intégration par parties,

1 — 1 1
/0 @sm(?nﬂx) = —%[g(aﬁ) cos(2nma)]y + 2mr/0 g (z) cos(2nmzx)dz

= _9) = 9(0) + ! /1 g (z) cos(2nmz)dz.
0

2nm 2nm

Donc,

1
= o T 2n7r/0 g (z) cos(2nmzx)dx

1
/ g(x) sin(2nmx)dx
0

|_9(1) —g9(0) 1

()| +1g(O) | 1

2nm 2nmw

IN

1
/ g (x) cos(2nmz)dx inégalité triangulaire
0

_ 9] +1(0)

2nm

1 1
+ / lg'(x)|| cos(2nmx)|dx
277/]'(' 0

Mais g € C*(]0,1],R), donc ¢’ € C°([0,1],R). Et donc, par TVI pour les segments, ¢’ est bornée et atteint
ses bornes sur [0,1]. On pose M = max(g 1) |¢9'| = max,cp1]]9'(z)|. Alors

l9(1)] + |g(0)]
2nmw

= lg@)l +19(0)| + M /1 | cos(2nma)|dx
nm Jo

1 1
1
/ g(x)sin(2nmx)dx| < +/ M| cos(2nmz)|dx croissance de |'intégrale
0 nm Jo

2nm



1 M 2
_ @[ +1g(O)] | M 2 f 13a

2nmw nmwm
lg()] +19(0)| + 4M /7

2nm

2nm

avec b = [g(1)| + |g(0)| + 2 max(g 1) |¢'| € R indépendant de n.
14. Soit n € N* et z €]0, 1].

(a) Clest classique, on a :

n n
Z cos(2kmx) = Z Re(e2kme)
k=1 k=1
n
= (Z k”) R-linéarité de Re
;er _ L2i(n+ )7z %
< = e2mx ) carz €]0,1] = "™ #1
217rac 22n7rac)
< 1 _ 62z7r:r: >
27,71':1: mﬂ':c —znﬂ'a: _ ezrwrx)
( ) arc moitié
€Z7T{l‘ 6 —iTT __ emx)
— e ( i(n41)me — 21 sm(mrx)) Euler
—Qz sin(mz)
cos((n + 1)) sin(nrz)
sin(7x)
(b) On en déduit alors
5 En: cos(2kmz) = 2 cos((n +'1)7rx) sin(nmrz)
= sin(7x)
_sin((n + 1)7x + nrx) —sin((n + 1)7r — nrw)
B sin(nmx)
_ sin((2n + 1)7x) — sin(mx)
B sin(7x)
_sin(2nmx) cos(mx) + cos(2nmx) sin(mx) — sin(7x)
B sin(7x)
= cotan(mz) sin(2nmzx) + cos(2nmz) — 1.
15. On pose f(x) = @cotan(ms) pour tout z €]0, 1].

(a) f est bien définie, continue et dérivable sur |0, 1[ par produit de fonctions qui le sont (et par composition
car cotan = €2 € C*°(]0, w[, R) par quotient de fonctions C*>° dont le dénominateur ne s'annule pas).

sin
Par ailleurs,
x(x — 1) cos(mz) -z 1 1

fla) = 2 NIl

2sin(7x) 20 T T =0 T

|

Or f € C°(J0,1[,R). Donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = -
De plus,

h(1 + h) cos(m + hm)
sin(7 4 hm)

F(1+h) =



h(1 4+ h) cos(hm)
sin(hm)
h j—

1
~N —_— = =
h—»Ohﬂ' e

Donc f(x) ~ % — % Or f € C°(0,1[,R). Donc f est prolongeable par continuité en 1 en posant
F) =+

On appelle encore f le prolongement. Donc :

0,1 — R
—1/7 z=0
I z — z(z—1)
5— cotan(zm) O0<z <
1/7 x=1

Alors f € C°([0,1],R).
(b) On a vu que f € C*(]0,1[,R). Donc elle est dérivable sur ]0, 1] et

z(x — 1) —7wsin(xm)? — 7w cos(xm)?

vz €]0,1[, f'(z) = (z — 1/2) cotan(xm) + ( 5 D ( 511)1(:1:77)2 (zm)
(g cos(zm) wz(z —1)
=(@-1/2) sin(zm)  2sin(zm)?

(22 — 1) cos(zn) sin(am) — 2?7 + a7

2sin(zm)?
(c) On a facilement, a partir de développements limités,

2z — 1)(1 — 227%/2 + o(2?))(z7 + o(z?)) — 2%7 + z7 + o(2?)

/
F@) =2, 22272 + o(x?)
_ —zm+ 2277 — 2?1 + a7 + o(2?)
20 22272 4 o(x?)
1
"0 21

Done / € C°((0, 11, B) N
dérivable en 0 et f/(0) = L
De plus, f € Cl(]O,l[ ) donc f/ c CO(]O 1[ ) ot f’($) j) i _ f’(O), donc f, est continue en 0

par caractérisation de la continuité par les limites et donc f € C*([0, 1], R).

Ct(J0,1[,R) et f'(x) — 5. Donc, par théoréme de prolongement CC", f est

On procéde de la méme facon en 1 :

(1 + 2h) cos(m + hm)sin(r + hn) — (1 4+ h)?7 + (1 + h)7

!/
Flth) = 2sin(m + h)?
_ (14 2h)cos(hm)sin(hm) — (h? +2h + )7 + hrr +
B 2sin(hm)?
(14 2n)(1 = A?7?/2 4+ o(h?))(hr + o(h?)) — (B> +2h + )T + ha + 7
h—0 2h2m? + o(h?)
_ hw + 21 — h*1 — hr + o(h?)
h—0 2h2m2 + o(h?)
N h2m
h—0 2h272
1
ns0 21



Donc f'(x) ~ 5. Donc f/(z) —7 5. Or f € C9%[0,1],R) N C'([0,1[,R). Donc f est dérivable en 1

et f/(1) = 5 par théoréme de prolongement C'. Et comme f € C!([0,1[,R), par caractérisation de la
continuité par les limites, f’ est continue en 1.

Finalement, f € C*([0,1],R) avec f/(0) = f'(1) = 5-.
Partie 111 : Calcul de ((2)
Pour tout n € N*, on pose S, = > }_; k%
16. OnaVp e N*, p? <p(p+1) < (p+1)% Et donc,

1 1 1— 1
Vp € N, 5 < b .
(p+1)? " pp+1) pp+1) p p+l17p

17. Par sommation, on déduit de la question précédente,

nen, Y <znj(1 1)<zn:1
n , —— < -—— < —
S+ T g \p ptl) T AR
(AR 1 no
@VneN,Zﬁgl—n_i_ngﬁ télescopage
k=2 k=1
n+11 1
<= Vn e N* ——-1<1-——X<X§
"e ’lcz::llﬂ - n+1-""
< VneN, S,y —-1<1- <S,.
n+1

On en déduit en particulier Vn e N, n > 2, 5, <2 — % < 2. Donc (Sy)nen+ est majorée.

Par ailleurs,
1

— > 0.

n+1"

Donc (Sp)nen+ est croissante. Comme elle est aussi majorée, par théoréme de la limite monotone, (S),) est
convergente. On appelle ((2) sa limite.

Vn € N*, Sn+1 — Sn =

Comme 2 est majorant de (S,,)nen+, par passage a la limite dans les inégalités, on a ((2) < 2.

De plus, on a vu Vn € N*, 1 — L= < S, Donc, encore par passage a la limite dans les inégalités, on a

n+1
1 <¢(2).
Finalement, ¢(2) € [1,2].
18. Soit n € N*. D'aprés la question 14b et 15, on a

“ -1 -1 -1
vz €]0,1], 2 Z x(azz) cos(2kxm) = f(x)sin(2nam) + x(azz) sin(2nzm) — 33(3:2)
k=1
De plus,
" 0x(0-1) " 1x(1-1)
2> —5 cos(2km x 0) = 0= —5 cos(2km x 1).
k=1 k=1
Et aussi
f(0)sin(2nm) 4+ cos(2nm x 0) — 1 =0 = f(1)sin(2n7 x 1) + cos(2nm) — 1.
Donc
" ox(x—1) :
Vz € [0,1], 2 Z ————=cos(2kxm) = f(x)sin(2nxm) + cos(2nzm) — 1.

k=1

On en déduit alors, puisque f est continue sur [0, 1],

- D rta(z—1)
2 A =2 / ———2 cos(2kxm)dx
k; k ; T (2kzxm)



1 n

(2 Z 2@ cos (2kxm) | dx linéarité de I'intégrale
k=1

z(x —1)

—5 cos(2nxm) — M) dz

1 1 1
-1 -1
(x )sm(2n:c77)da:+/ li(x2)cos(2na;77)dw —/ Jc(x2)dx linéarité intégrale
0 0

1 (f ) sin(2nzm) +
f

! x—1)

f(z)sin(2nzm)dz + A, — /1 il 5 dx.
0

S— — — —

19. En reprenant la question précédente et grace a la question 12, on a
n
Vn e N*, 2Z4k2 5 22Ak
k=

/ f(z) sin(2nam)de + —— — [#3/6 — 2%/4]}

4n?

1 1
/ f(z 81n(2nx7r)dx+4 2.2 +E

On en déduit donc

n

* 1 2 ! 1 T
V”GN,;:%MZQW/OJC( Sln(2n$ﬁ)dl'+ﬁ+€.

2

Mais on a vu a la question 13b que

b
db >0, Vn € N, x) sin(2nzm)dr| < —.
2nm

Donc, par théoréme des gendarmes, fol f(z)sin(2nam)der ——— 0. On a également 2 —— 0. Et dong,
n—-+o0o n——+00
par linéarité de la limite, on en déduit
2

il us
— 2n%+oo 6



