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Probleme 1 :
On considére la fonction f : x 1;&{(%)_

1. Question préliminaire : Soit I C R un intervalle non vide et non réduit a un point. Soit k£ : I — R strictement
décroissante. Soit a,b € I tels que k(a) < k(b).

Supposons a < b. Alors, par décroissance de k, k(a) > k(b). Or k(a) < k(b). Donc &. Donc a > b.

2. On a, par composition,

RY — R
xr +— In(z)
R — R

Y — y+1

Ry R
x ———— 14In(z)
De plus, encore par composition,

R - R}\{1)

T

T — e
R\ {1} — R*
y =y —1
R* — R
z o= 1
R* R
\ 1
r et —1

Puis, par produit, la fonction f est donc définie sur R} = R} NR*.

3. La fonction 2 +— 1 + In(x) est dérivable sur R* par somme de fonctions dérivables. La fonction x — e — 1 est
dérivable sur R” par sommes de fonctions dérivables et ne s'annule pas sur R .

Donc f est dérivable sur R} comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas.

Puis,

Vo >0, f(z) = (7 2 1) "l +Infa)

(17
e —1—xze”(1+In(x))
B x(e® —1)2
(-2 —2zn(x))e” -1
x(e® —1)2



4. On considére la fonction
R = R
I' 7 (1 -z —zln(z))e” —1

Autrement dit, g correspond au numérateur de f'(z).
(a) g est dérivable sur R% comme produit de fonctions dérivables sur R* , et

V>0, ¢(x)=(-1—-1In(z) —1+1—z —zln(z))e® = —(1 + z + In(z) + zIn(z))e".

(b) On pose h: z+ 1+ z+In(z)+ zln(x). On a donc, Vo > 0, ¢'(z) = —h(x)e®. Et donc ¢ est du signe de h.

i. h est dérivable sur R} comme somme de fonctions dérivables sur R . Et

1 1
Vo >0, h’(m)zl%—;—l—ln(m)—i—l:;—i—ln(m)—i—z

ii. h' est aussi dérivable sur R? comme somme de fonctions dérivable sur R* , et

1 1 z—1
Vo >0, W'(z) = - — — = .
x>0, h'(x) e =
iii. On a ) ) |
Vo >0, h’(m)—m—l-ln(w)—i—Q——i_Zn(x)—i-Z

Or z1n(x) —— 0 (limite connue de référence), donc h/(z) —— Foo.
z—0

() ——— +o0, donc, par sommes, h'(x) — +00.
r——+00 T—+00

On a également, par somme,

h(z) =1+ x4+ In(x) + zln(x) —— —o0 et

z—0t

h(z) =1+ x4+ In(x) + zln(x) —— +o0.

T—r+00

iv. On peut donc dresser le tableau de variations :
z 0 1 400
h//(x) _ 0 _|__
+00 400
h/ \ /
3
h'(z) +
+00
h /2/
—00

v. La fonction h est dérivable sur R*, donc continue. Donc, par le théoreme des valeurs intermédiaires, h(R% ) = R

Donc 0 € R = h(R%). Et donc, Ja € RY. tel que h(a) = 0.
D’autre part, h est strictement monotone et continue, donc A est une bijection par théoreme de la bijection et donc

« est unique.
On a h(1l) = 2. Donc a # 0 (puisque h(ar) = 0). On a donc @ < 1 ou & > 1. Supposons « > 1. Alors, par
croissance stricte de h, on a h(a) =0 > h(1) = 2. B donc a < 1. Et donc « €]0, 1] puisque a > 0.

(c) Par la limite de référence xIn(z) —— 0, ona 1l —z —zln(z) —— 1. Or e —— 1, donc
z—0t z—0t z—0



De plus, 1 —x — zln(z) —— —o0 et e€*— ——— 400, donc, par produit,
r——+00 r——+00

9(@) TS oo

(d) On peut donc faire le tableau de signes :

x 0 @ B 1 +o0
h(z) - 0 +
g () + 0 -
g9(a) —,
g // —
1
0 —00

(e) g est dérivable sur R* , donc en particulier sur |a, +00[. Donc en particulier, g est continue sur Ja, +00[. Or,
d’apres la question précédente, g est strictement décroissante sur |, +oo[ et g(a) > 0 et g(x) m —0o0. Donc, par
théoréme de la bijection, 3!3 > « tel que g(5) = 0.

(f) Onag(l)=—-1<0.Donc f#1.Onadonc f<1loup>1

Si > 1, alors, par décroissance stricte de g sur |a, +oo[ et puisque 3,1 €]a, o0, on a g(f) =0 < g(1) = -1
B Doncp<1.

(g) On en déduit le tableau de signes :

g(x) + 0 —

5. On sait € —— 1% (par continuité), donc e* — 1 —— 0. Et donc, par passage a l'inverse,
z—0t z—0t

—— 400

et —1 z—ot
Or 1+ In(z) —— —o0. Et donc, par produit, f(z) —— —o0.
r—0t z—01
Pour la limite en +o0, il y a plusieurs fagon de faire. Par exemple :

Ve >0, f(x)zle—l;lil(la:):1+;n($)exf'3_1:(i+ln§:x)) 1

Or on a les limites de références

In(z) e’
— 0, et — ——— +o0.
r  T—+too T x—+00
D'ou
1 In(z) e 1
- 0, et ——— — +o0.
T Tr T+ x T x—+oo

En passant a I'inverse et en faisant le produit, on a donc

fl)= (31: + lnix)) = 1_916 oo

xT

er—1

6. En rappelant que Vz > 0, f'(z) = % d’'apres la question 3. Et donc

3



x 0 B +00
g(x) + 0 -
z(e’—1)? +
(@) + 0 -
1(8)
f N - \ 0

7. Par définition de 3, on a

1
1—p—p(p)

9(B)=0 —> (1—B—BIn(B)e’ —1=0 « e =

(1 —pB — B1In(B) # 0 car sinon, on aurait 1 = 0). Et donc :

() = -0
1+ 1In(B)
o1
1-p—B1n(B)
_ (1 +In(3)(A -8 - SIn(B))
1-(1-p-pIn(p))
(1+In(8))(1 =5 — BIn(p))
A1 +1n(3))
_1-6- )

Exercice 2 (Logique) :
Soit (un)nen € RY une suite et f : R — R une fonction.

Vz € R, f(z) =0.

Jr eR, f(z)=0.

Jda,b € R, a <b tel que f(a) > f(b).

Jda,b € R, a # b tel que f(a) = f(b) = 3.

dnog € N, 3c € R, Vn > ng, u, = c. On peut I'écrire aussi : Ing € N, Vn > ng, up = Up,.

o~ b=




Exercice 3 (Logique) :
Soit f: R — R.

VM eR, 3z € R, f(z) > M.

Jzr eR, f(x) >0etz<0.

Ve e R, f(z) <let f(z) > —1.ie VxR, f(z) €] —1,1].

Ve eR, e >0, VA >0, x> A tel que |f(z) — ] > e.

Jz € R tel que (f(z) < 0 et z ¢]0,1]) ou (z €]0,1[ et f(z) > 0).

Sl A

Exercice 4 (Modes de raisonnements) :

1. On utilise un raisonnement par analyse-synthése. Soit z € R tel que —4x = /722 + 1. Donc x < 0. Puis
162 =722 +1 <= 92? =1 <= z =+3. Orz > 0. Donc z = —1/3.
Il reste a faire la synthese, c’est-a-dire la vérification : si z = —1/3, alors —4z = 4/3 et

1
V722 + :\/g—i- :\/36:4/3.

Finalement —4x = V722 +1 <— z = -1/3.

2. On raisonne de nouveau par analyse-synthése. Soit z € R tel que [3—z| <3z + 1. Alors3z+1>0 < x >
—1/3. De plus,

3—2|<3z+1 = (3—2)2= 3z +1)> car x — z2 croissante sur R
22 —6x4+9<92%+62+1
82° + 122 —8 > 0
202 +32—-2>0
—-3—-5 =3

v ¢ =, 4+5
x ¢ —2,1/2]
Or z > —1/3, donc x € (] — 00, —2] U [1/2, 4+00[) N [-1/3, +o0[= [1/2, +o0].

La synthese (i.e. la vérification) est facile a faire : si z € [1/2, 3], alors [3—xz| = 3—x et donc |[3—z| <3-1/2=15/2
et 3z+12>3/24+1=>5/2 donc 'inégalité est vérifiée; etsixz >3, alors [3—z| =2 -3 < (x—3)+ (2x+4) =3z + 1.
Donc I'inégalité est encore vérifiée. L'inégalité est donc vraie dans tous les cas.

Dot |3—z|<3z+1 < z>1/2.

3. [Récurrences]

car A=9+16 =25

11117

Soit ug =uy =1etVn €N, upto = Uy + Upt1.
(a) Alors ug = ug +uy = 2. Et uf —ugug =1-2=-1=(-1)1,
Supposons qu'il existe n > 1 tel que u2 — up 1,1 = (—1)". Alors
UZ L1 — Uplnyo = Us iy — Un(Up + Uny1)
= U721+1 - U% — UnpUn+1
=up i1 — (1) + Ung1tn_1) = Untint1

2 n
= Upy1 — (_1) — Up+1Up—1 — UpUp+1



= u721+1 - (71)71 — Un+1 (unfl + Un)
2 1 2
= Upt1 + (_1)n+ —Upt1
=y
Donc, par principe de récurrence, Vn € N*, u2 — up 11,1 = (—1)".
(b) Onawuy=1>0etu; =1>1.
Supposons qu'il existe n € N tel que u,, > n et u,11 > n+ 1. Alors

Upt2 = Up + Unt1 def suite
>n+n—+1 HR
=2n+1
>n+2 carn >1

Donc, par principe de récurrence double, Vn € N, u,, > n.
On peut alors en conclure de plus que u,, ——— +oc.
n—4o0o

4. [Contrapositions]

(a) Soit a € R. On veut montrer que Ve > 0, |a| <& = a = 0. On va raisonner par contraposition. On va donc
montrer que a # 0 = Je > 0 tel que ¢ < a.

Supposons donc a # 0. Alors |a| > 0. On pose € = |a|/2 > 0. Alors ¢ < |al.

Par conséquent, la contraposée de la réciproque est vraie, et donc, I'implication que nous voulions démontrer |'est
également.

(b) Soit ny,...,n9 € N. On va raisonner également par contraposition.

Sans perte de généralité et quitte 3 les renommer, on peut supposer les entiers ordonné par ordre croissant. Donc
ny < ng < --- < ng. Alors la plus grand somme que I'on peut former a partir de trois distincts de ces entiers est
ny + ng + ng.

On suppose ici n7 + ng + ng < 30. Donc ny + no + ng < ng + ns + ng < ny + ng + ng < 30. Et donc

9
> g < 3 x 30 = 90.
k=1

On vient donc de montrer que si aucune des sommes de trois des 9 entiers n'est supérieure ou égale a 30, alors
S22_ ni < 90. Autrement dit, on a montré la contraposé de ce que I'on souhaitait prouver.

Exercice 5 (BONUX) :
On va raisonner par analyse-synthése. Soit f : N — R telle que Vz,y € R, f(x)f(y) = f(zy) + = + y. On remarque
alors, en prenant x =y = 0, f(0)? = f(0). Donc f(0) =0 ou f(0) = 1.

Si f(0) =0, alors Vz € R, f(z)f(0) = f(0) + x et donc Vx € R, 0 = x. Ce qui est absurde. Donc f(0) # 0. Donc
f(0) =1.

Et enfin, Vz € R, f(x)f(0) = f(0) + z. Donc Vz € R, f(x) =z + 1.

Il reste a faire la synthése, c'est-a-dire la réciproque. Soit f : z +— x + 1. Alors

Vz,y € R, f(z)f(y) = (z+1)(y+1) def f
=zy+l+z+y
= flzy) +xz+y def f

On en déduit donc qu'il ny a qu’une seule application solution du probléme, et c'est I'application f : x — x + 1.



