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Probléeme 1 (Manipulations classiques de sommes) :
On définit la suite (an)n>2 par

ag = 1

as — 2

Vn >4, ap = (n—1)(an—1 + an_2)
On admet que Vn > 2, 1+ 377, (’;)aj =nl.

1. On fixe n > 2. On va, dans cette question, “renverser” la somme précédente, c'est-a-dire qu'on va essayer
d’'exprimer les a,, en fonction de n!.

(a) Montrer que 33—y (1) (—=1)" % = —n(=1)"~1 — (=1)™.

(b) Montrer que Vi,j € {2,...,n} avec j <, on a (nl)(;) (7;) (n—g)
En déd Vi e{2,... ,§?A7? (1)t .
(c) En déduire vj € { nh 2, (2)(])( ) {0 sij<n

(d) En déduire que 7, ((’;)(—1)"”’ b o (;)aj) =a

(e) Conclure que a, =n(—1)""" + (=1)" + 37—y (1) (—=1)"*kL.

\ _1\k
2. A I'aide des questions précédentes, montrer que Vn > 2, a, =n!)> }_, )

k'
3. Montrer que cette expression de a,, vérifie bien la relation de récurrence de la définition de la suite (ay,).

Probléme 2 (Sommes trigonométriques et inégalités) :
Le but de ce probleme est I'étude de la somme C,,(6) définie par

Vn e N*, VO € R, Cp,(0) = Z cos(0)F cos(k6)
k=1
1. Montrer que VO € R, C1(0) > 0 et C2(0) >0

2. (a) Justifier que Vp € Z, cos(pr) = (—1)P.
(b) En déduire la valeur de C,,(pm) pour tout n € N* et tout p € Z.



3. (a) Montrer que V0 € R, 1 — cos(0)e?® = —isin(f)e®.
(b) On pose

Vn € N*, VO € R, S,(0) = Z cos(6)* sin(k9).
k=1

Calculer alors C,(0) + iS,,(8) pour tout n € N et tout 6 € R.

(c) En déduire que

n+1 o3
Vn € N*, V0 € R\ 7Z, C,(6) = cos(0)"" sin(nf)

sin(0)
4. Etudier le signe de C3(6) en fonction de 6 sur [—m, 7).
5. (a) Montrer que
" | cos(0)["**
N*, V8 € R\ 7Z, |Cr(0)| < ———F~—
Vn € 7v € \ﬂ- 9 |C()’— ’SID(0)|

(b) En déduire la limite de C),(#) quand n tend vers +oc.



