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Probléeme 1 (Manipulations classiques de sommes) :

1. Soit n > 2.

(a) Il suffit de calculer

n

> (Z) COMEDY (Z) (1" F = (-1 = (=)™

k=2 k=0
=(1-1)"—(=1)" —n(-1)" ! Newton
=-—n(-1)""t - (=)™

(b) Soiti,j € {2,...,n}, avec j <i. Alors

<n> <z> B nli! B n! B n! (n—j)! B (n) (n —j)
i) \j) ilm—)GG -5 (=) -5 - - i—35) \j)\n—i)

(c) Onadabord 30, (M)(})(~1)""" = 1. Etsi j € {2,...,n— 1}, alors

§n: ") o = f " ”:J (-1 cf 1.(b)
—\1/\J —\J n—1
1= =]

n—j o
= (?) (n . j) (—1)k chgt indice k=n —1
k=1
= (n) (1—1)" Newton
J
=0

On vient donc de montrer que

. " (n\ (i . 1 sij=n
VjeA{2,...,n}, (,)(,)(—1)”’:{ _
; 7/ \J 0 sinon



(d) La encore, il suffit de calculer :
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j=2 i
=a, cf 1.(c)
(e) La encore, ce n'est que du calcul :
n(=1)" (<17 + Y (Z)( 1
k=2
:n(_l)nfl + (_1)n + zn: <Z> (_1)”*’C (1 + Z <k> aj) cf énoncé
h=2 =2 \J
n n k
=n(=1)"" 4+ (=) + 3 (Z)( DY (’;) (’”f)(—n"-kak
k=2 k=2 j=2 J
=an, cf 1.(a) et 1.(d)
2. Enfin,
Vi >2, a, =n(—1)""t 4 (=1)" + zn: (Z) (=1)"FE! cf 1.(e)
k=2
n— n . n!(_l)n_k
=n(=1)"""+(-1) +k§:22 (n )
n— n - (_ )n—k:
=n(=1)""+ (-1)" + !;(n_k)!
=n(=1)""1 4+ (-1)" + n!ni2 (1) chgt indice £ =n —k
= U
n—1 —1)" n—2 -1 l
(1)
n!ég0 7

3. On va maintenant vérifier que cette expression de (a,,) vérifie toujours la relation de récurrence.

n-1 n—2
Vn >4, (n—1)(an-1+ an—2) =(n—1) ((n —1)! Z (—1)k (2! Z (—1)k>

pr =

) n—1 (—1)* n—2 (—1)k
=(n—1)(n—2)! ((n—l)ko 7l +k§ k! >

n—1 —1 k n—1 —1 k n—2 —1)k
—(n—l)!(nl;)( k!) —Z%( k;) +k0( ] )

k
S N Vi
_(”_1)!<“,;) ! _(n—l)!>
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Probléeme 2 (Sommes trigonométriques et inégalités) :

1. OnaVl € R, C1(A) = cos() cos(f) = cos(6)? > 0 et

VO € R, Cy(#) = cos(B) cos(8) + cos(6)? cos(26)
= cos(0)?(1 + cos(26)
= cos(6)*(1 + 2cos()* — 1)
= 2cos(0)* >0

2. (a) Ona
Wp € Z, cos(pr) = Re(e?™) = Re (7)) = Re((—1)7) = (-1)""

On peut le démontrer par récurrence également. Ou bien en faisant une disjonction de cas selon la parité
de p. Il y a slirement d’autres facons de le faire.

(b) Par le calcul, on a

Vn e N*, Vp € Z, Cy(pr) = Z cos(pm)F cos(kpr) def C),
k=1
=D (—1)PF(—1)P* cf 2al
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3. (a) Par le calcul,

V0 € R, 1 — cos(f)e = e (e — cos())
= " sin(—0) def '

= —isin(f)e'? par imparité de sin

b) En posant Yn € N*, V0 € R, S,(0) = >7_ cos(0)* sin(k), on a
k=1

Vn e N*, VO € R, Cp(0) + i.Sy( Z cos(#)" (cos(kb) + isin(k0)) linéarité somme

= Z cos(0)*et?
k=1



4.

5.

Par ailleurs,

VO € R, cos(f)e”? =1 = € e R,

puisque V0 € R, cos(d) € R. Mais ¢ € R <= 0 = 0[] <= 3Ip € Z, 6 = pr. Et cos(pm)e?™ =

(=1)?(=1)? = 1. Donc

cos(0)e? =1 <= 0=0[r] < 3IpeZ, 6=pn.

D'ou

. . D=1l
Vn € N*, VO € R, C,(0) +1iS,(0) = cos(0)ei? —cos(9)1+1ei(n+1)0

1—cos(0)e?

n
B {COS(W) (1 - cos(@)”eme) sinon

—isin(0)ei?

n
- {igfjggg (1 — cos(f)"e?)
(c) D’apres la question précédente, on a donc Vn € N*, V0 € R\ 7Z,
Cn(0) = Re (z :?I?Eg; (1 - cos(9)”ein9)>
= cos(9) Re (i —icos(h)" cos(nb) + cos(f)" sin(nbh))
sin(6)
~ cos(0) n .
= Sn(9) cos(6)" sin(nd)
cos(0)" ! sin(nf)

sin(6)

D'aprés les question précédentes, on a

si 6 = 0[r]
sinon
sif0=0
(] e
si 0 = 0[]
sinon
R-linéarité Re

3 sife{—m0,7}

Vo € [_77-777]’ 03(0) = {005(9)4 sin(30)

sin(0) sinon

sin(36)

Donc sur | — 7, 0[U]0, 7r[, C3(0) est du signe de sm(g) - Par ailleurs, le sinus est négatif sur | — 7, 0] et positif sur

10, 7[, donc, par 2w-périodicité, on en déduit

0 —7 —2m/3 —7/3 0 /3 27/3 0
sn(3) [0 - 0 4+ 0 - 0 + 0 — 0 + 0
sin(6) 0 - 0 + 0
Gs0) |3 + 0o - 0 + 3 4+ 0 - 0 + 3
(a) Comme Vn € N, V0 € R, |sin(nf)| < 1, on a, d'aprés la question [
Vn € N*, VO € R\ 7Z, |C,(0)] = ‘C[)Ssi(f();)ﬁ]sin(nﬁ)\ < w

(b) Si 6 enZ, C,(0) =n —— +o0.
n—-+o0o

Si 0 € R\ 7Z, alors | cos(f)| < 1 et donc | cos(6)|™ — 0, donc |Cy,(0)] — 0. Donc si 6 ¢ 7Z,

alors C,,(8) ——— 0 par théoréme des gendarmes.
n—r—+oo



