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Probléeme 1 (Homographie sur les complexes de module 1) :

Partie | : Une équation dans U

2im

Soitn>2etfB=¢en.
1. Soit z € C tel que 2™ +1 = 0. Alors 2™ = —1 = ¢'™. Donc z est une racine n-eme de —1. Les racines n-émes
2ikm
de I'unité étant les e » avec k € {0,...,n— 1}, on a

(2k+1)im

{z €C, z"—i—l:O}:{e”/neQik”/n, nggn—l}:{e n ,OSkSn—l}.

2. Commen >2, ona f? = e2im/n % 1. Alors

n—1
Rn — Z B2k+1
k=0

= im/n Z 2k linéarité de la somme
., 1—p"
= e”/"lﬁﬁ somme géo de raison 5% # 1
) 1— 62i7r
_ im/n
1 _ e2in/n def 5
=0

Donc R,, = 0.
3. Onan > 2. Alors

P, = nz_:l (Z) 32+

k=0
= im/m ”z—:l (Z) 2ikm/n def 3
k=0
= ¢im/m ((1 + 62”/")" - 1) Newton
R O
ermim <e” 2cos(m/n))" 1) Euler



= —¢"™/" (1 4 2" cos(m/n)") .

Dot |P,| = |1 4+ 2™ cos(m/n)™|. Mais comme 7 /n €]0,7/2[, on a cos(mw/n) > 0 et donc |P,| = 1+ 2" cos(mw/n)".
4. On pose Tp, = S0 k% 1. Alors

n—1
(1 BT, = B(1— %)Y kB> linéarité de la somme
k=0
n—1 n—1
(w5 )
k=0 k=0
n—1 n
=p (Z kﬁ% — Z(] — 1),62j) avec le changement de variable j = k + 1
k=0 j=1

n—1 n n
¥ (zw% -y +z,32j)
k=0 j=1 j=1

— —nﬁ2n+1 + iﬁQj—H

i=1

n—1
_ _nl@2n6 + Zﬂ?j—i-l +62n+1

j=1
n—1
=-nf+> BT+
j=1
=-nB+ R,
= -np cf2

On en déduit

ns
P

neiﬂ'/n

T, =

e2im/n _ q
neiw/n
eiw/n(eiﬂ'/n _ e—iﬂ/n)
n
_ Eul
2isin(7/n) Her
_ ng

~ 2sin(n/n)’

Et donc T, € iR.
5. Soit x €]0,27[, a € R et n € N. On a donc e%® # 1. Alors

n

Z cos(a + kx) +1 Z sin(a + kz) = Z eilathe)
k=0 k=0 k=0
_ eia Z eikx
k=0
i 1 — ¢tntl)z
1—e®
eilnt1)a/2(gmi(n+)z/2 _ gilnt1)z/2)

61’:(:/2(6—1'90/2 _ eix/Z)

=€



i(atna/2) — 2 sin((n + 1)z/2)
—2isin(x/2)

_ ei(a+na:/2) Sil’l((n + 1)1‘/2)

sin(z/2)

=€

On en déduit donc, par caractérisation d'un complexe par sa partie réelle et partie imaginaire

sin((n + 1)z/2)

Z cos(a + kz) = cos(a + nx/2)

= sin(z/2)
) . (0 + 1)af2)
i =sin(a + nx sin(n + Dz
kzz%)sm(a + kz) = sin(a + nx/2) n(2/2)
6. Soit n > 2.

(a) On a e # 1 et donc

eim/(2n) (gim/(2n) 4 g—in/(2n)) )

i/ @n) (¢ im/(n) — gin /(2
cos(m/(2n)) )

—isin(7/(2n))

_ cos(m/(2n))

_ cos(
(m/(2n))
1

tan(m/(2n))

im/n
=Jm (e—i—l)
1 — efin/n

sSin

Euler

On pouvait aussi le démontrer (mais c'est moins joli) en calculant S, tan(7/(2n)) et montrer que ¢a vaut 1 (il faut

utiliser la formule donnant sinasinb en fonction du cosinus).

(b) On en déduit que tan(m/8)~' = Sy = S3_ sin(kn/4) = V2/2 4+ 1+ v/2/2 = 1+ /2, d'ott tan(n/8) =

1 _
1+v2 V2-1L
(c) Ona, pourn>1,
Sn_o L
n  ntan(mw/(2n))
B 2/m
~ (2n/7)tan(r/(2n))
2
" tan(m/(2n))
m/(2n)
Or lim,_q tar;(t) =1 et lim, 1o 7/(2n) = 0, donc, par composition des limites, (S, /n)nen+ converge et
oS, 2
lim — =—
n—+o0 N ™
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Partie Il : Homographie conservant U

7. Soit @ € R et z € U. Alors

donc h(z) € U.

8. Soita € C\UetfeR.

(a) Alors ' A '

e’ x1—e’axa=e?1-lal?)#0

car ¢ £ 0 et o ¢ U. Donc h est bien une homographie.

De plus, Vz € U, |az| = |a| # 1. Donc en particulier, Vz € U, @z # —1. Et donc h est bien définie sur U

(b) Soit z € U. Alors
i 2T g ET O

az+1 oz +1

(z+a)(z+a)
~(az+1D)(az+1)
Pt az+az+ |of?
Ca|z2+az+az+1
_l+az+az+|al?
a2+ az4+az+1
=1.

[h(z)]* = e

Donc h(z) € U et donc h(U) C U.
0. (a) Soit «, 8 € C. Alors

la+ B2 = (a+B)(@+B) = a2+ aB + aB + |B* = |a]* + 2Re(@p) + |8

(b) Soit a,b € C. Supposons que pour tout § € R, a + 2Re(be™?) = 0.
I est facile de voir que si b = 0, alors a = 0 également.
Raisonnons par I'absurde et supposons que b # 0. Alors 3 € R tel que b = |b|e*?. Alors, pour § = ¢, on a donc

a+2Re(be ) = a+2NRe(|b]) = a +2[b| =0

En utilisant la caractérisation des complexes par leurs formes algébrique, on en déduit que Jm(a) = 0. Donc a € R.
Par conséquent, on a a + 2|b| = 0 dans R. On a donc en fait

VO € R, —2|b| +2Re(be ) =0
— V0 e R, Re(be ™ —|b) =0
<= V0 € R, Re(b) cos(d) + Im(b)sin(f) — [b] =0
— V0 € R, Re(b)? + Tm(b)? = Re(b)? cos(A)? + 29Re(b) Im(b) cos(#) sin(6) + Im(b)? sin(6)?
— V0 € R, Re(b)?(1 — cos()?) 4+ Im(b)*(1 — sin(h)?) — 29Re(b) IJm(b) cos() sin(h) = 0
= V0 € R, Re(b)?sin(0)* 4 Im(b)? cos(6)? — 2NRe(b) Im(b) cos() sin(h) = 0
V0 e R, (Re(b)sin(h) — Im(b) cos(6))? =0
<= V0 € R, Re(b)sin(0) = Im(b) cos(h)

En particulier, pour = 0 et § = 7, on obtient



autrement dit, b = 0. On aboutit donc 3 &

On vient donc de montrer que b ne peut pas ne pas étre nul. Donc b = 0 et par suite a = 0. D'ou I'implication
désirée.

Autre méthode. Si V0 € R, a+ 20Re(be™™) = 0, en prenant @ = 0 et § = , on aboutit 3 a = —2Re(b) = 2Re(b).
Donc PRe(b) = 0. Et en prenant § = 7/2 et § = —n/2, on trouve a = 2Jm(b) = —2Jm(b). Donc Jm(b) = 0. Et donc
a=0.

10. (a) Comme h(U) C U, on a donc

) 0 1 p)(ge 0 +p
V0 ER, W) =1 <= Vo eRr, (& FV@TTHD)
(ce? + d)(ce=" 4 d)
|a|? + abe' +abe " + [b>
|c|2 + cde?® + cde= + |d|2
— VO eR, |a)® + b + 29Re(@be ) = |¢|? + |d|® + 2Re(cde ).

<~ VO € R,

(b) On en déduit également
W0 € R, (|af? + b = |e]* = [d?) + 29 (@b — ed)e ) = 0.

La question [9b] nous permet alors de conclure

(1)

lal? + [b]* = |c|* + |d|”
ab = ed

(c) Puisque a = 0, on a donc ¢d = 0. Mais d'autre part, on doit avoir ad — bc = bc # 0. Donc ¢ # 0 et d = 0.

Finalement, on a aussi |b| = |c|. Donc 30 € R tel que b = ce®. Et par conséquent
b Cei@ 619
cz  cz 2

donc h est bien de la forme indiquée.

(d) On suppose a # 0. On a donc b = %d en utilisant ({10b)). On a donc
lal*(Je|* + 1dI*) = [al*(la]* + [b]*) = |al* + [al?[b]* = |a|* + |¢|*|d|?
d'ol I'on déduit
lal* + [el[d* = |af*|e]* = [al?|d* = 0 <= [al*(|la]* = |¢]*) + |d]*(|¢|* = |a*) = O
= (laf® = |ef*)(la]* = 1d[*) = 0

(e) Supposons que |a| = |c|. Alors 30 € R tel que ¢ = ae®. Par suite de (I0b)), on a @b = @e~"d c'est a dire
b=de . Puis ad — bc = ad — de %ae® = ad — ad = 0 et donc &,. Par conséquent, |a| # |c|.

(f) On a donc |a| = |d|. Donc 30 € R tel que a = de® (et d # 0). Et donc b= % = %dew toujours grace a ((10b)).
Finalement,

az+b
cz+d
6 cd i0
dze" + e
cz+d
60 c 10
B ze —|—Ee
gz—i—l
62-9 zZ+«
az+1

h(z) =

avec o = %. Donc h est bien de la forme annoncé.



(g) Si h est une homographie conservant U. Alors Ja, b, c,d € C tel que h(z) = Z‘Zzig Comme h doit étre définie
sur U, on doit avoir cz +d # 0 pour tout z € U. Or (Vz € U, cz+d # 0) <= |c| # |d|. En effet, on a
lef = ]d € R, ¢ = -d <= 3z €U, cz = —-d < 32 €U cz+d = 0. Et par contraposition, on a

VzeU, cz+d#0 < |c| #|d|]. On a donc |c| # |d| puisque h définie sur U par hypothése.

Si a =0, alors h est de la forme h(z) = % d'aprés la question m Etsia # 0, montre que h est de la forme
la question [8]

Donc si h est une homographie stabilisant U, alors elle est de I'une des formes annoncées. Et on a déja montré
(question [7| et [8) que les homographies de ces formes conservent U.

Donc h est une homographie conservant U si, et seulement si, elle est de la forme des questions [7] et [8]

Probléeme 2 (Autour de la différence symétrique) :

1. Etude préliminaire de la différence symétrique
(a) Soit A C E. Alors
AAD = (AUD\(ANP)=A\D=A
et
AAE = (AUE)\(ANE)=E\A=A
et aussi AAA = A\ A= 0. Enfin, AAA= (AUA)\(ANA)=E\0=FE.
(b) Soit A,BC E.Ona

U(BNnA)N(BNB) développement
0

2. Avec des applications

Soit f: E — F.

(a) Soit A, B € P(E). Soity € f(A)\ f(B). Doncy € f(A). Donc, par définition de I'image directe, 3z € A tel
que y = f(x).

Siz € B, alorsy = f(x) € f(B). Ory ¢ f(B). & Doncx ¢ B. Orz € A Donc z € A\ B. Et donc
y=f(z) € F(A\ B).

Donc, par définition de I'inclusion, f(A)\ f(B) C f(A\ B).

(b) On considére E = F =R et f : R — R définie par f(z) = 22. On pose alors A = [-2,1] et B = [0, 1]. Alors
A\ B =[-2,0[ et donc f(A\ B) =]0,4].

Et £(A) = [0,4] et £(B) = [0,1] donc £(A)\ F(B) =]1,4]. Donc f(4)\ /(B) & f(A\ B).

(c) Supposons f injective.

Soit A, B C E. On a déja montré a la question précédente que f(A)\ f(B) C f(A\ B). Soity € f(A\ B). Donc
dx € A\ B. Donc x € A. Donc y = f(x) € f(A).

Si f(z) € f(B), alors, par définition de f(B), 3b € B tel que f(x) = f(b). Or f est injective (par hypothese).
Donc x = b. Donc x € B. Or z € A\ B. Donc z ¢ B. Donc &. Donc f(x) ¢ f(B). Or f(z) € f(A). Donc
y=[f(z) € F(A\f(B).



D'ou f(A\ B) C f(A)\ f(B) par définition de I'inclusion. Or I'autre inclusion a été démontré dans la question
précédente. D'ou, par définition de I'égalité entre ensemble, f(A)\ f(B) = f(A\ B).

Réciproquement, supposons que VA, B C E, f(A\ B) = f(A4) \ f(B).

Soit 2.y € 1 tl aue 1(z) = (4. On pose 4 = {a} et B = {y). As [(4) = J({a}) = {/(0)} = (1)} =
f{y}) = f(B). Donc f(A)\ f(B) = 0. Donc f(A\ B) = 0 en utilisant I'hypothése. Et donc A\ B . Don
{z}\ {y} = 0. Donc z = y. D'ot f est injective.

Finalement, f est injective, si et seulement si, VA, B C E, f(A\ B) = f(A) \ f(B).
(d) Soit A, B C E. Soit y € F. Alors

y € f(4)

ye f(AUf(B) < (ou def U
y € f(B)

dre A, y= f(x)

<= qou def f(A) et f(B)
dr € B, f(z)

< Jr € AUB, y= f(x) def U
<~ y € f(AUB).

Soit maintenant y € f(AN B). Alors 3z € AN B tel que f(x) =y. Doncx € ANB C A, donc f(z) =y € f(A).
Et de méme, z € AN B C B, donc f(x) =y € f(B). Donc y € f(A)N f(B). Donc f(AN B) C f(A)N f(B) par
définition de I'inclusion.

(e) Soit A,B C E. Alors f(A)Af(B) = (f(A)U f(B))\ (f(4A) N f(B)) D’aprés la question précédente, f(A) U
f(B) = f(AUB) et f(ANB) C f(A)N f(B). Donc f(A)N f(B) C f(AN B). Etdonc f(AUB)\ (f(A )ﬂﬁ ) =
fLAUB)N (f(A)Nf(B)) C fLAUB)N f(ANB) = f(AUB)\f(Aﬂ B). En utilisant enfin la question on a
alors f(A)Af(B) = f(AUB)\ (f(A) N f(B)) C f(ANB)\ f(ANB) C f((ANB)\ (AN B)) = f(AAB).

On vient donc de montrer que VA, B C E, f(A)Af(B) C f(AAB) (i
f)-

Supposons que f soit injective. On sait déja que VA, B C E, f(A)Af(B) C f(AAB). Il reste donc a montrer
I'inclusion contraire. Soit A, B C E. Soit y € f(AAB). Donc 3z € AAB tel que y = f(x). Donc en particulier,
z € AUB. Doncy = f(z) € f(AUB) = f(A)U f(B) d'aprés[2d| Supposons que y € f(A)N f(B). Donc y € f(A),
donc 3z € A tel que f(z) = y = f(x). Par injectivité de f, on en déduit x = z. Et donc x € A. De méme,
y € f(B) = 3w € B tel que f(w) =y = f(z). Par injectivité de nouveau, on en déduit z = w. Donc = € B.
Finalement, * € AN B. Or par définition, = € AAB, donc x ¢ AN B. Donc &, Et donc, y ¢ f(A) N f(B). D'ou
ye f(A)U f(B)\ (f(A)n f(B)). Doncy € f(A)Af(B). Et par définition de I'inclusion, f(AAB) C f(A)Af(B).

Or I'autre inclusion a déja été prouvé. Finalement, on vient de montrer que VA, B C E, f(AAB) = f(A)Af(B).

ndépendamment de 'injectivité ou non de

Réciproquement, supposons que VA, B C E, f(AAB) = f(A)Af(B). Soit maintenant z,y € E tel que f(x) =
f(y). Alors f({z}A{y}) = f({aHhAf{y}). Or f({z}) = {f(@)} = {f(»)} = f{y}). Donc f({z})Af({y}) = 0.
Donc f({z}A{y}) = 0. On en déduit donc {x}A{y} = 0. Or si x # y, alors {z} N {y} = 0 et donc {z}A{y} =
{x,y} #0. B. Donc x =y et donc f est injective.

3. Soit AC F et

.P(E) — P(E)
I X = AAX

(a) Alors
f(0)=AAD f(E)=AAE
=(AUD)\ (ANO) =(AUE)\ (ANE)
=A\0 =F\A



f(A) = AAA f(A) = AAA
= (AUA)\ (AN A) = (AUA)\ (AN A)
=E\0 =A\A
=F =0

(b) Et on a également,

VX CE, fof(X)=[f(f(X)) def o
= AAf(X) def f
= AA(AAX) def f
= (AAA)AX associativité
=0AX cf [Idl
- X cf[Id

D'ou, par définition de I'égalité entre application, f o f = Idpg).

(c) Par caractérisation de la bijectivité, on en déduit que f est bijective et que f = f~! (aussi grace a I'unicité de
la réciproque).

4. Soit A C E. On définie g par VX C E, g(X) = (AU X)AA.

(a) On a donc

VX CE, g(X)=(AUX)AA
=((AUX)UA)\((AUX)NA)
=(AUX)\4 car ACAUX
=(AUX)NnA
(ANA)U(XNA) distributivité
=XnNA

VX CE, gog(X)=g(9(X)) def o
=g(X)NA cf question précédente
=(XNAnNA
=XNA associativité de N
= 9(X)

D’ou, par définition de I'égalité entre applications, on en déduit go g = g.

(c) Supposons g injective. Soit Y € P(E). On a donc g(Y) = gog(Y) = g(g(Y)). Et par injectivité de g, on en
déduit donc que Y = ¢g(Y). Donc g est surjective.

Supposons maintenant g surjective. Soit X,Y C F tel que g(X) = g(Y). Par surjectivité de g, 3X’. Y’ C F tels
que g(X') =X et g(Y') =Y. Alors

X =g(X) =g(g(X") = g(X) =g(Y) = g(g(Y") = g(Y') =Y.

Donc g est injective.

(d) Supposons g bijective. En particulier, g est injective. D'aprés la question précédente, on a donc VX C E,
g(X) = X. Donc g = Idp(g). Et donc, en réutilisant I'expression simplifiée de g, on a VX C F, X = X N A. En
particulier, A=ANA=0.

De plus, si A = (), alors il est trés facile de voir que g = Idp(g). Et donc g est bijective.

Finalement, g est bijective, si, et seulement si, A = ().



5. Soit A,B,C € P(E).
(a) Soit X € P(E) tel que AAX = B. Alors
BAA = (AAX)AA
= (XAA)AA
= XA(AAA)
= XA(
=X

commutativité A
associativité A
cf [Ldl

cf [Ldl

Donc la seule solution possible est AAB.
Et bien siir, il ne faut pas oublier de vérifier que c’est effectivement bien une solution :

AA(AAB) = (AAA)AB = 0AB = B

Donc AAB est I'unique solution de AAX = B.
(b) On calcul simplement :

¥X C B, AN(BAX) = AN ((B\X)U(X\B)) cf B

=AN ((BQY)U(EHX))

=(ANBNX)U(ANBNX)
et
¥X C B, (ANB)A(ANX) = ((ANB)N(ANX))U ((ANB)N(ANX)) il
:(AmB )) (( uUB (AmX))
:<AmBmA AmBﬂX) (AmAmX)u(EmAmX)) distri
=(ANBNX)U(ANBNX) comm de N
= AN (BAX)

D’ou N est distributive sur A.
(c) Supposons qu'il existe X C E tel que AN (BAX) = C. Alors on doit avoir C C A. On suppose donc
C C A. Alors, d'aprés la question précédente ona (ANB)A(AN X) = C. Mais d'aprés la question 53} on a
ANX =(ANB)AC. Or
X=XnNn(AUA)
=(XNA)U(XnNA
= ((ANB)AC)U (X NA)
Donc, sion pose Y = X N A, alors Y C A et donc Y C A tel que X =Y U ((AN B)AC).
Réciproquement, si Y C A, on pose X =Y U ((AN B)AC) et dans ce cas :

distri

AN(BAX)=(ANB)A(ANX) b/
=(ANB)A(AN (Y U((ANB)AQ)))
=(ANB)A(ANY)U (AN ((ANnB)ACQ)))
=(ANB)A(AN((ANB)AQ))
=(ANB)A((ANB)A(ANC)) 50
=((ANB)A(ANB))A(ANC) associativité de A
=0A(ANC) Td
=C car C C A

Et donc I'équation AN (BN X) = C a des solutions si, et seulement si, C C A et dans ce cas, les solutions sont les

U((ANB)AC) avec Y C A.



Exercice 3 (BONUX) :
Commencons par I'unicité. Supposons 3z,z" € C, |z|,|2/| > let x = (2 + 1/2) = 3(2' + 1/2'). Alors z + 1/z =
2 +1/7 <= (2—2")(22/ —=1) =0. Or |z2/| > 1. Donc 2z’ # 1. Donc z = 2’. D'ou I'unicité.

Passons 2 I'existence. Soit € C\ [~1,1]. On considere I'équation 2% — 222 +1 = 0 de discriminant A = 4(2? —1).
On pose § € C tel que > =22 — 1. Donc z = x %+ 4.

Il reste donc a montrer que I'une des deux solutions z + § ou x — J est de module > 1. Raisonnons par I'absurde.
Supposons |z + | <1 et |z — | < 1. Notons qu'aucune des deux ne peut étre nulle car (z + 0)(z — 0) = 1.

Alors

2] = x+5—;—x—5’< \x—i—é\;—]w—é! -1

D'autre part, (x — 6)(x + ) = 2% — 62 = 1. Donc

1
1< = o < 1.
S P |z + 0] <
Doncx+d,x—0€U. Etdoncx—d=x+0d. D'ou
) -
x:%:%e(aﬂ-é)eﬂ%.

Or |z| < 1. Donc = € [~1,1]. Or x € C\ [-1,1]. Donc Z..
Donc |z + 6| > 1 ou |z —§| > 1.
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