—ycée
—oges

Chapitre 7 - TD :
Suites

Simon Dauguet
simon.dauguet@gmail.com

5 novembre 2024

1 Généralités
Exercice 1 :
Soit (uy,) et (vy) deux suites réelles.
1. Montrer que si (uy,) et (vy,) sont convergentes vers ¢ et ¢’ respectivement avec ¢ < ¢, alors Ing € N,
Vn > ng, Un < Up.
2. Montrer que si, pour tout n € N, u, < a et v, < b et u, + v, T> a + b alors limy, o u, = a et
n o0
limy, s 400 ¥y = b.
3. Sivn >0, 0 < up, v, <1 et uyo, —>—> 1, que peut-on dire pour ces suites?
n oo

Exercice 2 ([V]) :
Soit (uy,) une suite de réels non nuls telle que

Un+1
L_‘_ RN 0
Up P00

U

1. Montrer que Ing € N, Vn > ng, |upt1] < %

2. En déduire que (u,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 3 (Centrale PC (**¥)) :
Soit K > 1, (k) une suite de réels positifs convergeant vers 0 et (u,,) € [0, 1]" telle que

Up + Kn

VnEN,OSunHS K

1. Montrer que
< Uno 1/K —1/Knnotl
< - n

Kn—no 1-1/K

Vn >0, dng € N, Vn > ng, 0 <u,

a I'aide d'une récurrence.

2. En déduire alors que (u,,) converge vers 0.

Exercice 4 :

Soit (uy,) une suite d'entiers naturels deux a deux distincts. Montrer que u,, — +o0.
n—-+0oo



2 LIMITES

Exercice 5 :

1. Etablir que
2

Vx>0, x—%gln(l—l—x)gx

2. En déduire la limite de (u,,) définie par

L k
Vn > 1, un:H<1+n2>
k=1
2 Limites

Exercice 6 (Calcul de limite) :
Déterminer les limites des suites suivantes :

. = 2. Vnlantl-vnl—n+1 3 u, =1
n
4oup=HY0 k5w = (142) 6. uy = V/n?
7 _ sinn ] _ nl 9 _ n=(=1)"
© Un = S CoyedT - Up = m < Un = S Co)m
10. u, = & 11, u, = Y2+ (—1)"
Exercice 7 :
Etudier
. B n . . _ m . . B m
A A W A - . SN
Exercice 8 :

Etudier la fonction

fiz— lim lim cos(n!rz)?™.
n—+00 m—+o0o

Exercice 9 :
1. Montrer que

n(n—1)

Vn >4, Vk € {2,...,n—2}, (Z) > =

2. En déduire la limite de

Exercice 10 (Théoréme de Césaro) :

1. Démontrer le théoreme de Césaro : Si (un)neny € CN convergente, alors (% Iy uk) N
ne

convergente de méme limite.

, est une suite



2 LIMITES

2. Montrer que le théoreme de Césaro est encore vraie si u € RY divergente vers +oo.
3. La réciproque du théoreme de Césaro est-elle vraie?

4. En déduire le lemme de I'escalier : Si (up)nen € CN telle que 3¢ € C tel que upy1 — up —+> ¢, alors
n—-+00

I ———— /.
n—-+o0o
5. Montrer que si u € (R )N telle que (u,41/un) est convergente, alors ({/u,) est convergente et de méme
limite.

6. Déterminer les limites des suites de terme général :

<2n>1/n n Ynn+1)(n+2)...(n+n)
Up = ) Un = ) Wy = )
n Un n

YTx3x - x(@n—1) 1 ,[(3n)!

n — n ) y’n_n2 n' .

Exercice 11 ([v]) :
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs telle que Yu, — L.

1. Montrer que si £ < 1, alors u,, —— 0
n—oo

2. Montrer que si £ > 1, alors u,, — 400
n—oo

3. Montrer que si £ = 1, on ne peut rien dire.

Exercice 12 :
Soit p > 0 et 0 €]0, 7r[. on considére la suite complexe définie par zy = pe’ et

Zn + |2
VneN, zpt1 = 712|n|

1. Exprimer z, sous forme d'un produit.

2. Déterminer lim z,.
Exercice 13 :
Soit (zy,) et (yn) deux suites réelles telles que

Tpn — Tn +
Vn €N, xnﬂzniyn ot yn+1="7y”

2 2

En introduisant la suite complexe z,, = x,, + iy, montrer que les suites (x,) et (y,) convergent et déterminer
leur limites.

Exercice 14 :
Soit (uy,) € RN telle que

k
YneN*, Vke N, 0 <u, <—+

S
S

Montrer que u,, —— 0.
n—4o00

Exercice 15 :
Soit (I,)nen une suite de segments de R. Donc 3(ay,)nen, (bn)nen € RY telles que Vn € N, I,, = [an, by]. On
suppose que la suite des segments est emboitée, i.e. on suppose que Vn € N, I, C I,,.



4 SUITES RECURRENTES

1. Montrer que (,,cp Inn # 0.

2. De plus, montrer que si b, — a, 4+> 0, alors 3!z € R tel que N,,en In = {x0}.
n——+0oo

3 Suites Arithmético-géométrique

Exercice 16 :

Déterminer les expressions en fonction de n des suites suivantes :
l.ug=1letVn €N, upr1 =2 — 3uy,.
2. z0=14+ietVneN, z,11=(2—-3i)z, + 5+
3.up=-2etVneEN, v, = (V2 —Du, +14+2

Exercice 17 :
Soit les suites (uy,) et (vy,) définies par

ug=1etvg=2
Vn € N, upt1 = 3u, + 2v,
Vn € N, vpt1 = 2uy, + 3v,

1. Montrer que la suite (u, — v,,) est constante.
2. Prouver que (uy,) est arithmético-géométrique.

3. Exprimer les termes généraux de (uy,) et (vy,) en fonction de n.

4 Suites récurrentes

Exercice 18 :
Déterminer |'expression des termes généraux des suites suivantes :

1.up=0up=1+4ietVn €N, upya2 = (3 —=20)upt1 — (5 — 5i)uy.

2.upg=1,u1 =0et Vn € N, upyo = dupy1 — 4uy,.
3.up=1,u1=—-1letVn €N, 2upys = 3upt1 — Un.
4. ug=1,up =2etVn € N, upy1o = Unt1 — Un.
5. up=u; =1letVn €N, upio —2cos(0)upy1 +u, =000 0 <0 <.
6. up >0, up >0etVn €N, upio = Jupi1u?
_ Un+41Un
7. up>0,u; >0etVn eN, upyo = BV T
Exercice 19 :

Etudier la suite définie par
u=1 et VneN, upr1=v1+u,

Exercice 20 :
Etudier la suite (uy,) définie par

ug € R et Vn €N, up1 =e" —1



5 SUITES EXTRAITES

Exercice 21 :

Etudier la suite définie par
1

24+ up,

ug >0 et Vn eN, upp1 =

Exercice 22 ([v]) :
Soit (uy,) la suite réelle définie par

up=a € [—6,6] et VYneN, u,p1=vV6—u,

1. Justifier que la suite (u,,) est bien définie et Vn € N*, 0 < u,, <6.
2. Quelles sont les limites possibles pour (uy,)?

3. Montrer que (|u,, — 2|) converge et en déduire la limite de (uy,).

5 Suites extraites

Exercice 23 :
Montrer que les suites (cos(n))nen et (sin(n)),en ne convergent pas.

Exercice 24 :
Soit (u,) une suite réelle. Si on suppose que Vn,p € N*, 0 < up4p, < ”TJ;p, montrer que (uy,) tend vers 0.

Exercice 25 :
Soit u € RN croissante telle (ua,) converge.
Montrer que u converge.

Exercice 26 :
Soit (un)nen € RY telle que u,, ——— +o00.

n—+oo
Montrer que (uy) n'est pas forcément croissante mais qu'on peut en extraire une sous-suite strictement

croissante.

Exercice 27 (Théoréme d’approximation de Dirichlet (***)) :

Le théoreme d’approximation d' Dirichlet est un théoreme fondamental en théorie des nombres permettant
d’approcher un réel (et de préférence un irrationnel) par une suite de rationnel avec une approximation quadratique.
Ce théoréme a de nombreuses applications en théorie des nombres. |l est le fondement de la mesure d’irrationnalité
d'un nombre réel, qui donne, en quelque sorte, “I'éloignement” d'un réel par rapport aux rationnels.

1. Montrer que

x—p‘g

1
q 2

Ve e R\ Q, VN € N*, J(p,q) € ZxN*, 1 <qg<N, .

Indic : Considérer les | kx| pour k € {1,...,N + 1} et utiliser le principe des tiroirs.
2. Montrer que V2 € R\ Q, 3(pn)nen € (Z°)N, I(gn) € (NN, tel que g, o tooet
n o0

1
< —.

~ ¢

Pn
r — —

an

Vn € N,




6 NEGLIGEABILITE, DOMINANCE, EQUIVALENCE

6 Négligeabilité, Dominance, Equivalence

Exercice 28 ([V]) :
Déterminer les limites des suites de terme général suivants :

G 2) (1+2), @eR)
4) n? (cos(l/n) — cos (n%rl)) 5) tan(m/4+ a/n)"
7) (Seepeva)” 8) (sin(1/n))"/"

10) cos(wneﬁ) 11) ny/In (1 + ﬁ)

Exercice 29 :
Déterminer les limites des suites suivantes :

1. n? ((n + 1)/ — nl/")
2. (M)" ot a,b> 0.

3. (3¢/2—-2¢/3)"

Exercice 30 ([v]) :

Trouver un équivalent simple aux suites suivantes :

1) (n+3lnn)e ! 2) ln(:iirl) 3)
7’L37 n 7’L37 nn
4) o D 6)
N -k 8) vn+1l-yvn—1 9)
10) ntl-lnn 11) "Vn+l-n 12)
Vn+l—+y/n
13) (*") 14)  n! 15)

Exercice 31 (** [V]) :
On veut déterminer les fonctions f : R — R vérifiant

Ve >0, f(f(x)) = 6z — f(z)

1. Soit f une telle fonction. Soit zg > 0. On définit la suite (u,) par

ug = Xo
Vn €N, U1 = flun)

(a) Montrer que

3) <%)n+2

6) <ln(n+1)>nlnn

Inn
9 (3)"

12) (1 +sin(1/n))"

Vn24ntl
Vn?-nt1

n!+e”
2n4-3n

VIn(n +1) —Inn

cos(1/n)—cos(2/n)
In(14+1/n)—In(14+2/n)

[Tio1(2k +1)

INpeR, VneN, u, = A\2" + u(—3)".

(b) Montrer que = 0.



7 SUITES IMPLICITES

2. Conclure.

Exercice 32 :
Soit 6 €]0,7/2[ et
u, =2"sin(27"0) et v, =2"tan(27"6)

Montrer que les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes. Quelle est leur limite commune ?

Exercice 33 :
On pose

LA | "1
Up = — —2y/n et v, = — —2vVn+1

Montrer que les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes. En déduire un équivalent de >~}_; ﬁ

Exercice 34 :
Pour tout n € N, on pose

n
Uy = Z k!
k=0

Montrer que u,, ~ n!

n—r00

Exercice 35 (MINES MP) :
Donner un développement asymptotique de % > h—o k! a 4 termes.

Exercice 36 :
Soit (uy,) une suite réelle décroissante telle que

1

Up + Un+1 ~  —
n—+oo N,

Déterminer un équivalent simple de u,,.

7 Suites implicites

Exercice 37 :
Montrer que la relation nu
et préciser sa limite.

n+1 _

n (n 4 1)u? = 1 définit une unique suite positive (uy). Etudier sa convergence

Exercice 38 ([v]) :
Soit n € N*. On définit les équations
" =1 (En)
1. Montrer que (E,)) posséde une unique solution z;,, € Ry et méme que z,, € [1/2,1].
2. Montrer que (z,) converge.

3. Déterminer sa limite.



8 SHAMPOOING (TOUT-EN-UN)

Exercice 39 ([V]) :

1. Montrer que I'équation tan(x) = = a une unique solution dans I,, =] — /2 + nw,nm + 7/2].
2. Déterminer un équivalent de x,,

3. Donner un développement asymptotique de 3 termes de x,,.

Exercice 40 (Centrale MP **) :
Montrer que I'équation 2" 4+ 22> — 1 = 0 admet une unique racine réelle strictement positive pour n > 1 notée
T,. Détermine la limite £ de x,,, puis un équivalent de z,, — £.

8 Shampooing (Tout-en-un)

Exercice 41 ([v]) :

Soit (up)nen+ définie par ug =1 et Vn > 2, uy = /N + tUp—1.
1. Montrer que Vn > 1, \/n < u, < 2y/n
2. Montrer que u,, ~ +/n

n——+

3. Calculer la limite de (u, — /n).

Exercice 42 (Constante d’Euler) :
On étudie la suite (.S,,) de terme général

=

n
Sn=>
k=1
1. Etablir que pour tout ¢t > —1, In(1 +¢) < t et en déduire

t
In(1 > —
vVt >0, In(1+¢t) > 1

o~

2. Observer que
Vn>2 Inn+1)<S,<1+Inn

et en déduire un équivalent simple de S,,.
3. Montrer que la suite (uy) = (S, — Inn) est convergente. Sa limite est appelé Constante d'Euler et notée
7.

Exercice 43 (Irrationalité de ¢) :
On définit
"1 1
VYn € N*, an:Z— et b,=a,+—
k! nn!
k=0
1. Montrer que (ay,) et (by,) sont strictement monotones et adjacentes.
On admet qu'elles converge vers e (on pourra le montrer une fois qu'on aura vu les Développement
limité et les formules de Taylor-Young, Taylor-Lagrange et les autres). On veut montrer par I'absurde que

e ¢ Q. Donc on suppose que e = p/q avec p,q € N*.

2. Montrer que a4 < e < b, et en déduire une absurdité.
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