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Interrogation 5
Equations Différentielles
Correction

Exercice 1 :

Donner les définitions ou énoncés précis suivants avec quantificateurs et rédaction :

1. Définition d'une équation différentielle linéaire d'ordre
1 et d'étre solution de cette équation.

Soit a,b : I — K continue. L'équation ¢/ 4+ a(z)y = b(x)
est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 définie
sur I. Une fonction f : I — K est solution de cette
équation différentielle ssi f est dérivable sur I et Vz € I,
f'(@) +a(z) f(x) = b(x).

2. Solutions d'une équation différentielle linéaire d'ordre
1 homogeéne.

Soit a : I — K continue et A une primitive de a sur I.
Les solutions de I'équation différentielle linéaire d'ordre 1
homogene 3/ +a(z)y = 0 sont les fonctions z — \e~4(®)
ol A € K.

Exercice 2 :
Résoudre I'équation différentielle 4/ — 2zy = %",

3. Principe de superposition dans le cas d'une équation
différentielle linéaire d’ordre 1.

Soit a, by, bs : I — K continues. Soit f; une solution de
I'équation différentielle linéaire d'ordre 1 ¢/ + a(z)y =
bi(z) et fo une solution de I'équation différentielle
linéaire d'ordre 1 ¢/ + a(x)y = ba(x). Alors f1 + fo
est solution de I'équation différentielle linéaire d’ordre 1
y' +a(@)y = bi(x) + b ().

4. Solutions de 3" + ay’ + by = 0 avec a,b € R.

Soit 72 + ar + b = 0 l'équation caractéristique de
I'’équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2. Soit
A = a? — 4b.

= Si A > 0, I'éq caractéristique a deux solutions
réelles distinctes « et 3, et les solutions de I'eq diff
homogene sont les x — \e®®+e*, avec \, i € R.

= Si A =0, I'éq caractéristique a une unique solution
réelle a, et les solutions de I'éq diff homogéne sont
les x — (Az + p)e*®, A\, u € R.

= Si A <0, I'éq caractéristique a deux solutions com-
plexes non réelles conjuguées o + iw (a,w € R)
et les solutions de I'éq homogeéne sont les = —
(Acos(wzx) + psin(wz))e®, A\, u € R.
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L'équation (E) ¢’ — 2zy = e+ est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 définie sur R (car z — 2z et
x — e sont continues sur R). Son équation homogéne est y' — 2xy = 0. Une primitive de x — —2x sur R est
x — —22. Donc les solutions de I'équation homogeéne sont les x Ae®” avec \ € R.

Pour trouver une solution particuliere, on utilise la méthode de la variation de la constante : soit h : R — R dérivable
sur R. On pose f:x +— h(x)e”g. Alors, par produit de fonctions dérivables sur R, f est dérivable sur R. Puis :

f solution de (E)
= VzeR, fl(z déf étre sol d'une éq diff

e + 2$h(ﬂf)6x2 — 21‘h($)6x2 = ot

On choisit alors / : 2 — ¢* et donc f : 2 —» e”t*” est solution de (E).



D’ou, les solutions de E sont les



