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Partie 1

(a) Pour tout z € R, ona —1 < cos(z) < letdonc0 <1=5-4<5—4cos(z) <5+4=29. Donc
x +— /b —4cos(x) est bien définie sur R.
Tout d'abord, si z € R, on a f(x + 27) = f(x) par 2m-périodicité de cos et sin. Par périodicité de f,
on peut donc réduire son étude a [—m, w|. Mais on a également,
sin(—x) sin(x)
VI € R, —T) = _ —— L = T
f(=2) Vb —4cos(—x) 5 — 4 cos(x) /(@)
par parité de cos et imparité de sin. Donc la fonction f est impaire. Son graphe est donc symétrique par
rapport a |'origine, on peut donc réduire sont étude a [0, w]. On obtient son graphe sur [—m, 0] par symétrie.
Puis on étend sur R par périodicité.
(b) Soit = € [0, 7]. D'aprés le début de la question précédente, 5 — 4 cos(xz) > 1. D'ou, par croissance de la

fonction racine, ——L—— < 1.
5—4 cos(x)

De plus, comme z € [0, 7], on a sin(z) € [0, 1]. Et donc, par produit,

sin(x)

f@) = /b —4cos(x)

< sin(x).

(c) On a f(0) =0. Si z €]0, 7], alors
f(z) <sin(x) <z

Donc I'équation f(x) = x n'a pas de solution dans ]0, 7r]. Donc I'unique solution a I'équation f(x) = x dans
I estz=0.

(d) La fonction = +— \/x est dérivable sur R’ . Donc par composition, la fonction = — /5 —4cos(x) est
dérivable sur I et ne s'annule pas sur I (voir question . Par quotient de fonctions dérivable sur I dont le
dénominateur ne s'annule pas, on en déduit que f est dérivable sur I également. Et

_ _o_sin@)?
cos(z)/b — 4cos(z) — 2 v

veel, f'(z) = 5 — 4cos(x)

cos(z)(5 — 4 cos(z)) — 2sin(x)?
(5 — 4 cos(z))3/2
~ 5cos(x) — 2cos(x)? — 2
B (5 — 4 cos(z))3/2




B 72005(33)2 — 5cos(z) + 2
B (5 — 4 cos(z))3/2

Le numérateur est un polyndme de degré 2 en cos(x) de discriminant A = 25 — 16 = 9 et de racines 2 et
1/2. On en déduit donc, par factorisation,
(cos(z) —2)(2cos(z) — 1)

(5 — 4 cos(z))3/2

Veel, fl(z) =—

On en déduit donc le tableau de variations

T 0 3 T
f!(x) + 0 -
1
2
f / \
0 0

(a) ¢ est dérivable sur [—1, 1] comme quotient de fonctions qui le sont donc le dénominateur ne s'annule pas.

Et
vt e [L1], ¢(t) = -6 _(gtiZt§§4 =) _ (5 —_it)Q <0

Donc ¢ est strictement décroissante sur [—1,1]. Et ¢(—1) =1 et p(1) = —1. D'ou le tableau de variations

t ~1 4/5 1

v 1\0
\

-1

(b) On a g = arccosopocos. Or cos(R) = [—1, 1] et ¢([—1,1]) = [-1, 1]. Donc g est bien définie sur R puisque
arccos est définie sur [—1, 1]. Par ailleurs, par 27-périodicité de cos, g est aussi 27-périodique. On peut donc
restreindre l'intervalle d'étude de g a [—7, 7].

Mais si z € R, alors g(—x) = g(x) par parité du cosinus. Donc g est paire. On peut donc I'étudier
finalement sur [0, 7]. Il suffit de faire ensuite la symétrie de g par rapport a |'ace des ordonnées pour pouvoir
avoir g sur l'intervalle [—m, 7] et la 27m-périodicité termine le travail.



(c) Par composée d’application dérivable, g est dérivable sur ]0, 7| (arccos est dérivable sur | —1,1]). Et

_ 9sin()
Vo €)0,7], g'() =
1 (eta)
—9sin(z)(5 — 4 cos(z))
" (5 —4cos(z)) /(5 — 4cos(z))? — (4 — 5 cos(2))?2

B —9sin(z)
(5 —4cos(x))\/9 — 9 cos(x)?
_ —3sin(z)
(5 — 4 cos(x))| sin(z)|
-3
= e Toos Teos(s) <0 car z €0, 7|.
Par ailleurs,
Im(g) = g(R) définition
= ¢([0, 7]) par périodicité et parité
= arccos (¢(cos([0,7]))) car g = arccos o o cos
— arceos (p([~1, 1])
= arccos([ ])

= [0, 7]

A N /\
NN

3. Soit z € [0, 7/3].

(a) On a
4 — 5cos(x)
5 — 4 cos(x)

) B 4 —5cos(z)\? V9 —9cos(x)?  3|sin(z)]  3sin(x)
sin(g(w)) = \/1 B (5 - 4cos(m)> ~ 5—4cos(z)  5—4cos(xz) 5 —4cos(x)

car 5 —4cos(z) > 0 et sin(x) > 0 car z € [0,7/3].
(b) On en déduit

cos(g(x)) =

et

3sin(z)

Flgw)) = ===

4—5 cos(x)
5— 45 4 cos(x)




3sin(z)/5 — 4 cos(x)
(5 —4cos(z))/5(5 — 4cos(x)) — 4(4 — 5 cos(z))
3sin(z)
9(5 — 4 cos(x))
sin(x)

/b —4cos(x)

Mais on a aussi

9([0,7/3]) = arccos(p([1/2,1]))
= arccos([p(1), ¢(1/2)]) car o décroissante
= arccos([—1,1/2])

“[5

On en déduit donc que si x € [0, /3], alors il existe un unique y € [7/3, 7] tel que f(z) = f(y) ety = g(z)
(I'unicité vient de la stricte décroissance de g sur [0, 7] qui en fait donc une application bijective).

Partie 2

On pose

h(z) = arcsin ( 3sin(z) ) :

5 — 4 cos(z)

4. On considere |'application

y R — R
. 3 si
R

Alors 1) est bien définie sur R par quotient d’applications définies sur R dont le dénominateur ne s'annule pas
(voir étude de ¢ de la partie 1). Et méme, ¢ est dérivable sur R comme quotient d'applications dérivable sur R
dont le dénominateur ne s'annule pas.

D'autre part, 1) est 2m-périodique car quotient d'applications 27-périodique. On étudie donc ¢ sur [—m, 7].

Et
3cos(x)(5 — 4cos(z)) — 12sin(x)?  3(5cos(z) — 4)
Vo € R, ¢/ (z) = = .
zER, ¥(2) (5 — 4cos(x))? (5 — 4 cos(x))?
Soit = € [0, 7]. Alors
YP'(z) >0 < 5cos(z) —4>0
4
<= cos(z) > £
<= arccos(cos(z)) < arccos(4/5) car arccos décroissante
-1
<= x < arccos(4/5) car z € [0, 7] et arccos = (cos ][0 W])

Soit z € [—m,0]. Alors

Y'(z) >0 < 15cos(z) —12>0
<= cos(z) >4/5
<= arccos(cos(x)) < arccos(4/5) car arccos décroissante
<= arccos(cos(—x)) < arccos(4/5) car cos pair
<= —x < arccos(4/5) car —x € [0, 7]
<= 1z > —arccos(4/5)

On en déduit donc le tableau de variations :



x - —arccos(4/5) 0 arccos(4/5) T
Y (z) - 0 + + 0 —
0 - 1
-1 0
D’'apres le tableau de variation et par 27-périodicité de ¢, on en déduit donc ¢(R) = ¢([—m,n]) = [-1,1]. Or

arcsin est défini sur [—1,1]. Donc h = arcsin ot est défini sur R.
Et par 27-périodicité de 1), h est également 27-périodique. On peut donc I'étudier seulement sur [—m, 7].

5. Soit x € [0, 7]. Alors

— 5cos(z) )
sin(g(w)) = \/1 B (é — icosExD
= m car 5 — 4 cos(z) > 0 cf partie 1
_ 3| sin(z)]
5 — 4 cos(x)
_ 3sin(z)
5 — 4 cos(x)

car z € [0, 7] donc sin(x) > 0.

6. Soit = € [0, 7]. D'aprés la question précédente et par définition de arcsin, on a montré

sin(g(x)) = sin(h(x)).

Or arcsin(sin(h(z))) = h(x) car h(x) € [-7/2,7/2]. Comme g(x) € [0, 7] par définition de arccos, on a, d'aprés
I'étude des fonctions de la partie 1 :

h(z) = arcsin(sin(g(x)))
_ {9(90) si g(z) € [0,7/2]

arcsin(—sin(g(z) — m)) si g(z) € [7/2, 7]

o) si g(a) € [0,7/2]
—(9(x) —m) sig(z) € [r/2,7]
_Jotw) s é:izzzgg €[0,1]
m—g() si i € [-1,0
)) €[0,1]
m—g(z) sip(cos(x)) € [-1,0]

g(x) si cos(z) € [—1,4/5]
m—g(x) si cos(x) € [4/5,1]
g(z) si x € [arccos(4/5), 7]
m—g(x) six € [0,arccos(4/5)]

{

() o SEE
B {gm si plcos(x

\

\

Partie 3

7. La fonction arctan est définie sur R. Donc la fonction k est également définie sur R. La fonction arcsin est définie
sur [—1,1]. Donc h est définie pour tout x € R tel que

2(x — sin(a)) cos(a)

2?2 — 2xsin(a) + 1

e [-1,1].
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On va commencer par étudier le dénominateur. C'est un polyndme du second degré de discriminait A = 4 sin(a)?—
4 = —4cos(a)? < 0. Donc le minimum est atteint en 2 = sin(a). Alors

Vz € R, x? — 2sin(a)z + 1 > sin(a)® — 2sin(a)® + 1 = 1 — sin(a)? = cos(a)? > 0.

Donc le dénominateur ne s’annule jamais.
On pose ¢(x) = Az—sin(a) cos(a) -, agt donc définie sur R et dérivable sur R en tant que quotient de fonctions
P ¥ —  z2—2zsin(a)+1 - ¥ queq

dérivables (polyndmes) dont le dénominateur ne s'annule pas, et

x? — 2z sin(a) + 1 — 2(z — sin(a))?
(2% — 2z sin(a) + 1)2
—? 4+ 2z sin(a) + 1 — 2sin(a)?
(2% — 2z sin(a) + 1)2
2?2 — 2zsin(a) + 2sin(a)? — 1
(22 — 2z sin(a) 4+ 1)2

Vo € R, ¢'(z) = 2cos(a)

= 2cos(a)

= —2cos(a)

On cherche donc le signe du numérateur qui est une fonction polynomiale de degré 2 de discriminant A =
4sin(a)? — 4(2sin(a)? — 1) = —4sin(a)? + 4 = 4 cos(a)? > 0. On obtient donc deux racines distinctes

2sin(a) — 2 cos(a)

5 =sin(a) — cos(a) et xy =sin(a) + cos(a)

xIr =

On a donc le tableau de variations

x —00 sin(a) — cos(a) sin(a) + cos(a) +o0
o' () - 0 + 0 -
0 1
. \ / \
-1 0

Et le calcul fourni

(sinfa) — cos(a) eonle)
sin(a) — cos(a)) =
7 sin(a)? — 2sin(a) cos(a) + cos(a)? — 2sin(a)? + 2sin(a) cos(a) + 1
_ —2cos(a)?
~ 2 —2sin(a)?
=-1
et
(sinfa) + cos(a) 2eosta).
sin(a) + cos(a)) =
? sin(a)? 4 2sin(a) cos(a) + cos(a)? — 2sin(a)? — 2sin(a) cos(a) + 1
~ 2cos(a)?
~ 2 —2sin(a)?
=1
On en déduit donc que p(R) = [—1, 1]. Et ainsi, par composition, que h est définie sur R.

8. Soit x € R. Alors

sin(2k(z)) = 2sin(k(x)) cos(k(z))



z—sin(a)

—9 cos(a) % 1
z—sin(a) 2 z—sin(a) 2
L (Tt 1+ (%)
~ 2(x —sin(a)) cos(a)?
~ cos(a) cos(a)? + (z — sin(a))?

_ 2(x — sin(a)) cos(a)
2?2 — 2zsin(a) + 1
= sin(h(z))

9. On déduit de la question précédente que h(z) = 2k(x)[27] ou h(x) = 7 — 2k(x)[27]. Mais par définition de
arcsin, on a h(z) €] — w/2,7/2[. Et par définition de arctan, k(x) €] — /2, 7/2[. Donc 2k(z) €] — 7, w[. On
aura donc

2k(x) si —mw/4 <k(x) <n/4
h(z) =< —7 —2k(z) si —7/2<k(z)<-m/4
m—2k(x) siw/4<k(r)<m/2
[l reste donc “juste” a déterminer les conditions sur x pour que k(z) soit dans I'un ou I'autre de ces intervalles.
Par bijectivité de la fonction tangente sur | — 7/2, /2] et stricte croissance, on a

x — sin(a)

T T
—— <k < - —-1< <1
4 — (a:)_4 A — cos(a) ~
<= —cos(a) <z —sin(a) < cos(a)
<= sin(a) — cos(a) < x < cos(a) + sin(a)
< —2cos(a+7/4) <x <2cos(a—7/4)
Et de méme
T T x — sin(a)
=<k = <
2 = (z) < 4 cos(a) <
<= 1z < sin(a) — cos(a)
et aussi

T T x — sin(a)
Tk Z 1< >27\9
1< (x) < 5 = 1< cos(a)

<= cos(a) +sin(a) <
Par conséquent on en déduit
—m —2k(z) siz <sin(a) — cos(a)

h(xz) = < 2k(x) si sin(a) — cos(a) < z < sin(a) + cos(a)
m—2k(x)  siz>sin(a)+ cos(a)



