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Trois équations différentielles sont sur un bateau ...
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Partie | : Une étude de fonction

xT

1. La fonction f définie par f(z) = y/1=% est définie pour tout = € R telle que 1%”” > 0. Ce qui est le cas si = et
1 — x ont le méme signe. On fait un tableau de signe trés rapide :

T —00 0 1 +00
signe de " 1 " 0 B
11—z
Signe - 0 + 1 +
de x
signe
1— - + 0 -
de 5%

et donc la fonction f est définie sur Dy =|0, 1].

2. Soit I un intervalle de R et g : I — R strictement monotone. On va supposer que g est strictement croissante.
Si elle ne I'est pas, on raisonne avec —g qui le sera.

Par définition de g(I), g est surjective de I sur g(I). Il suffit donc de prouver qu’elle est injective. Soit donc

x,y € I avec g(x) = g(y). Si x # y, alors soit on a x < y, soit > y. On aura donc g(z) < g(y) dans le premier

cas, ou bien g(x) > g(y) dans le second cas. Dans les deux cas, on a g(x) # g(y) ce qui contredit les hypothéses

sur z et y. On a donc une absurdité, et donc x = y. Finalement, g est injective et donc bijective de I sur g(I).

3. La fonction f est définie sur ]0, 1]. Or la racine n'est pas dérivable en 0. Donc, en reprenant le tableau précédent,
f est dérivable sur ]0,1[. On a alors,

—o—(1-0)
vz €]0,1], f'(z) = —E—
=

VT

221 —x
1

xy/z(l —x)

Donc f’ est strictement négative sur |0, 1], donc f est strictement décroissante sur |0, 1] et donc sur ]0, 1]. D’aprés
la question précédente (qui est la preuve du théoréme de la bijection de terminale), f établit donc une bijection
de 0, 1] sur f(]0,1]).



Comme f est strictement décroissante sur |0, 1] et continue, on en déduit donc que f(]0,1]) = [f(1), f(0)[=

[0, 400
Donc f établit une bijection de |0, 1] sur [0, +oo].
4. Soit g = f~1. Soit x €]0,1] et y > 0 tels que f(x) = y. On a donc

11—z
@)=y = [ =y
1—=x _ y2
x
— z(P+1)=1
<~ L
xTr =
1492
Vérifions notre calcul :
1
(i) (-
L+y? 1+1y2
puisque y > 0. Et inversement,
1 1

On a donc Vy € R,

TR

car y > 0 et z €0, 1]

La fonction y ~ y? est croissante sur R, dans R, donc la fonction y + 14y est croissante de R dans [1, +oo.
Mais la fonction y — 1/y est décroissante sur [1,+oo[ dans ]0, 1], donc par composition, g est décroissante sur

R4 dans ]0,1]. On a donc le tableau de variation :

5. on peut donc dessiner I'allure de f (bleue) et g (rouge sur R) :



Partie Il : Une équation différentielle linéaire

6. L'équation(E)

X

2x(1 — ! =(1-— E
r(l-a)y +y=Q10-a) /7 (E)
est définie pour tout = € R tel que H% > 0. Mais pour la résoudre, il faut la normaliser, c'est a dire avoir 1
comme coefficient de 3’. On a donc
1 1
) < ¢ + —
(E) Y 2x(1 —a:)y 2yz(l+ )

qui est alors définie pour tout x € R tel que z(1+x) > 0 et x # —1,0, 1. On fait donc une petite étude de signe
rapide

x —00 -1 0 1 +0o0
signe - -1 - 0 + 1 -
de z
signe de B
L+ 2 0 + 1 + 2 +
signe de
1 + — + 3 +
z(1+x)

Donc on étudie sur | — oo, —1[U]0, 1[U]1, 4+o0].

7. On a ) % ) ) )
r+(l—=x
Ve RO S T T i —) ai—n) T

Donc on peut prendre a = 1/2 = b.



8. L'équation homogene associée a est
1

y' + my =0 (Eh)

qui est définie sur | — oo, 0[U]0, 1[U]1, 400 mais, par cohérence avec |'équation différentielle dont elle provient,
que I'on ne va résoudre seulement sur | — oo, —1[U]0, 1[U]0, +00[ puisqu’on voudra recoller avec une solution
particuliere dans la suite.

Commencons par déterminer les solutions sur I; =] — oo, —1[ de (Eh]). Sut I;, une primitive de z 2m(1 5=

ln(—a:) _ In(l-x)
2

i + 2(11—95) est x — carx < 0etl—x > 0. On en déduit que les solutions, sont donc de la

In(1-z)

rl( w) .
forme y1(x) = kie™ =2 avec k; € R. Donc I'ensemble des solutions de (Eh|) sur I; est :

| —o0,—1] — R e R
S .
X — k‘“/z L

Sur I =]0,1], une primitive de z — 5= + ﬁ est z — In(z)/2 — In(1 — x)/2 et donc les solutions sont
de la forme ya(x) = kge_ln(”)/2+ln(1_‘”)/2 avec ko € R. Et donc, en simplifiant, I'ensemble des solutions de

sur I est :
10,1 — R b CR
X — k‘z 13336’ 2€

Et enfin, sur I3 =|1, +00], une primitive de x ﬁ+ﬁ est z — In(z)/2—1In(z—1)/2. Donc les solutions
sont de la forme y3(z) = kge— n(@)/2+In(z=1)/2 3yec ks € R. Autrement dit, I'ensemble des solutions de (Eh]) sur

I3 est
1,400 — R e R
T — kg th 8 €

En conclusion, I'ensemble des solutions de ([Eh|) est :

| — 00, —1[U]0, 1[U]1, +o0[ — R
k1 1771 r<—1
x = ko /2 2 €0, 1] k1, k. ks €R
ks :c;l z>1

9. (a) Soit = €]1,+o0[= I3. Alors 22 — 1 > 0 dont v/22 — 1 existe. Comme = > 0, on a = + v/22 — 1 > 0. Donc
la fonction x — In(x + V22 4+ 1) est bien définie sur I3. On pose f : x — In(z 4+ V22 — 1) définie sur I3.

Is — R% -
Y o dérivable
Ry - R dérivable
y = In(y)
I3 > R dérivable
T In(x + va? —1) par composition
Donc f est dérivable sur I3, et
1 + 2\/%‘7_1 . V CCQ -1 +x o 1

Vo € I3, f'(z) =

c+Vi2—1 V2 —1z+vVa?—1) Vai-1



Soit & €] — oo, —1[= I;. De méme que précédemment, on a 22 — 1 > 0 et donc vz2 — 1 existe. Mais
comme ici on a z < —1, on en déduit donc = + V22 — 1 < . + Va2 = z + |z| = 0 par croissance de la
racine carré. Donc Vz € I, on a donc —z — vz?2 — 1 > 0 et donc 2 — In(—z — Vz? — 1) est bien définie
sur Il.

On pose alors g(z) = In(—x — v2? — 1) pour tout = €] — 0o, —1[. Cette fonction est dérivable sur son

ensemble de définition comme composée de fonction dérivable (comme pour f) et en reprenant le calcul de
dérivée précédent, on a

1 2x
1 2v/x2—1 _ 1
—rz—V22 -1 Vz2-1
On se place d’abord sur I et on va utiliser la méthode de la variation de la constante. Soit k1 : [1 - R

dérivable. On pose f1 : x +— kl(x)w/x‘,r;l. Alors f1 est dérivable sur I par produit de fonctions dérivable sur
I. Et

Vo < -1, ¢'(z) =

x—m z—(z—1)
/:r 1
\V/ZL‘EIh f{(l‘) :k',l(l') +k‘1
21/
o x—1 ki(x) T
= Fa() x + 22 V=1

x—1 ki(z)

=k +
1) x 2xy/x(x — 1)
Alors :
f1 solution de sur Iy
1 1
= Vzech, f — =
x—1 k1 (z) ki (z) x—1 1
Vo ecl, Kk + + =
v €I ka(x) x 2z\/x(xr —1)  2x(1 —x) x 2y/x(x —1)
x—1 k1 (z) ki (z) 1
Vo ecl, k — — =
v € ka(z) x 2zy/x(z — 1) 2zv/x(x—1) 2yx(z—1)
-1 1
< Vx €I, ki(z) ’ =
x 2y/x(x —1)
1
= Vrel, ki(z) = ————.
vk =
On choisit alors ky : @ — In(—2 — V22 — 1) pour tout z € I; =] — oo, —1[ grace a la question
précédente.

—r—/r2—
Donc sur I1 =] — oo, —1[, une solution particuliére de (E) est = — w\/%.
On se place maintenant sur I =]0, 1[. On utilise la encore la méthode de la variation de la constante.

Soit kg : I — R dérivable. On pose fo : z +— ko(x) 1_793 Alors fo est dérivable sur I par produit de
fonctions dérivables sur I5. Et

= )
Vo € o, fifa) = ky(a)y/ —— + ko) =
2./ =%

= ky(x) Y k2 ()

1—=z ka(z)

r 2xy/z(1 — x)




Alors

fo solution de sur I

1 1

2x(1 — x) fa(@) = 2v/x(x+1)

N R ) ! CRL
< Vz € Iy, kzg(a:)\/T—Qx\/m+2x(l_x)k2(l‘) r 2x(x+1)

. 1—x ko () kalw) L
= Vx € Iy, kg(x)\/T—me+2xm_2 r(r+1)

= Vr € I, fi(x)+

1- 1
> Vz € Iy, ki(z) -
x 2y/z(x+1)
1
= Vr el khz) = ———.
2 ko(2) = S ——5

Donc une primitive sur I =]0, 1] est ky : z — 3 arcsin(z).

arcsin(z) /1—z
2 Tz

Et finalement, une solution particuliere de sur Iy =]0, 1] est © —

On se place enfin sur I3 =|1, +o0]. Soit k3 : I3 — R dérivable. Soit f3 : x — k3(z) ””7_1 Alors f3 est
dérivable sur I3 par produit de fonctions dérivables. Et

x—1 ki(x)

T 2z+/z(x — 1)

Vo € I3, fi(x) = k()

en réutilisant les calculs fait sur Iy, on a

f3 solution de ([E]) sur I3

1 1
< Vr el f} P E— =
reh Kot gy P = s e
—1 1
= Vz € I3, kb q/x =
z €Iy, ky(a) x 2y/z(x+1)
1
< Vz € I3, ki = ——
v € I3, k3(x) o —1

. . 27
On choisit alors k3 : x +— M

en réutilisant la question précédente.

. TN N —
Et donc une solution particuliére de ([E]) sur I3 =]1, +oo] est = W’/%'
(c) En mettant bout 3 bout les questions [0b] et [§] on en déduit que les solutions de I'équation ([E]) sont :

sur I1, =k xT_l + 7111(_:3_2“ 22-1) zT_l, k1 €R
sur I, I’_>k2’/177m+arcsi2n(r)”177x7 ko € R
sur I3, x+ ks xm;l 4 tver-1) ;2_1) xT_:l, ks € R

Autrement dit, une solution fonction y est solution de ([E]) si, et seulement si,

(k1 + 7ln(_$_2 362_1)) xT_l pour z < —1
Fky, ko, ks €R, Vo € R\ [~1,0], z # 1, y(z) = (kg + aT“(f'f)) Iz pour z €]0, 1]

<k3+h1(:c+2 ‘372_1))\/3”961 pour z > 1

10. On cherche la solution y au probléme de Cauchy (qui est donc unique) a (E) sur ]0, 1] vérifiant y(1/2) = 7 /4.



11.

12.

13.

14.

15.

Comme y est solution de sur ]0,1[, on sait donc qu'il existe k3 € R telle que Vx €]0,1], y(z) =
koy/ 122 + %H(I)N/I_TW Ce qui nous donne y(1/2) = kg + %/6 d'ot ke = /4 — /12 = 7/6.
Donc la solution a sur ]0, 1] vérifiant y(1/2) = 7/4 est

™ arcsin(x)) 1—x
x

y(z) = (6 T

L'allure de cette fonction est donc

05

Partie 11l : Une équation non linéaire

On considere I'équation
zy' +2y(1—y) =0 (F)

Soit y une solution constante de sur R% . Donc 3\ € R tel que Va > 0, y(x) = k. y est dérivable (bien sir)
et Vo > 0, y/(z) = 0. Comme y est solution de (), on a donc, Vz > 0, 2k(1 — k) = 0, et donc k =0 ou k = 1.
Les seules solutions de constantes sur R* sont donc la fonction constante égale a 0 et |a fonction constante
égale a 1.

Soit y une solutions de sur R* que I'on suppose a valeurs dans |0, 1. Autrement dit, Vo > 0, y(x) €]0, 1[.

On a donc,
2y(z)(y(z) — 1)

vz €]0,1], ¢/ (z) =

Mais Vz €]0,1[, on a y(z) > O et y(x) —1 < 0 et z > 0. Donc Vz > 0, y/(z) < 0. Donc y est strictement
décroissante.

Par théoreme de la bijection, une solution de ([F|) a valeurs dans ]0, 1] est donc bijective de R* sur son image.
On appelle z la bijection réciproque de y. On a donc z : y(R%) — R*%. Comme 3’ ne s'annule pas (Vz > 0,
y'(z) < 0), z est dérivable et

vz € y(]0,1]), 2/(z) = =

Donc z est solution de I'équation différentielle linéaire

, 1

Y _2x($71)y20

qui est I'équation différentielle homogeéne ([Eh|) associée a ([EJ.

Les solutions de ([Eh|) sur ]0, 1] sont les fonctions de la forme z — k:g,/% avec ko € R, d'aprés la question .

Soit y une solution de sur RY et a valeurs dans ]0,1[. On a vu que y est bijective dans la question
précédente. Alors (cf question précédente) y~! est une solution de I'équation homogene de (E)) sur 0, 1[. Donc



Ik € R telle que Vz €]0,1[, y~(z) = ky/2=Z. Mais y~! est a valeurs dans R%_ (car y est définie sur R%.), donc
k> 0.
Soit maintenant = > 0 et z €]0, 1] tels que y(z) = z. Donc z = y~!(z) = k1/2=%. On en déduit donc

o k(1-2)

k‘2
= = —
T2 R
1
puisque k > 0.
Finalement, pour tout k > 0 et tout > 0, on a (z/k)? > 0 ce qui nous améne a 1 + (x/k)? > 1 et donc
y(x) = m €]0, 1[. Donc toutes les valeurs de k € R fonctionnent.

16. Soit a €]0, 1] et zp > 0. On va montrer d'abord |'existence d'une solution y de sur R% telle que y(z0) = a.
Et dans un second temps on montrera I'unicité.
Soit y une solution de sur R* . Donc il existe une constante k& > 0 telle que Vo > 0, y(z) = W
Alors en particulier, on doit avoir

y(wo) = a
<~ 1
-,
1+ (zo/k)?
1
= 1+ (wo/k)? = —
«
1—
= k2= car 7y > 0
O[.'L'O
2
= = 20 car a €]0,1]
l1-a
<~ k=ux 1a cark>0, 20 >0, a>0,1—a>0
-«

(observons au passage que cela nous fournit également |'unicité)

Passons a I'unicité. Supposons donc qu'il existe une autre solutions z de (F|) sur R% telle que z(zg) = a.
Donc il existe A > 0 telle que Yz > 0, z(z) = W On doit donc avoir en particulier

y(ro) = a = 2(xg) <= 1+ (z/k)? =1+ (2/N)? <= K =) — k=)
puisque k, A > 0. D'ou I'unicité.

17. Enfin, en appliquant 3 xg = 2 et @« = 1/2, on obtient une constante k = 21/1%/12/2 =2etdoncy :z —

1

_ 4 * '
TF@/2)? = Tga? SUr R’ , dont I'allure est



0.5

Il est possible de jouer avec toutes les fonctions en présence en [cliquant ici. On peut tout faire apparaitre et faire
bouger les constantes qui apparaissent pour voir les conséquences sur les solutions.

Au passage, on observe que pour les solutions générales, il y a des probléemes de recollement C' qui peuvent se poser
(et devraient &tre posé). Mais on ne pourra régler ces questions qu'a partir du chapitre sur la dérivabilité. Pas avant.
Quoi qu'il en soit, vous pouvez voir d'ores et déja que tous les choix des constantes ky et k3 ne permettent pas d’avoir
une fonction lisse en 1. Il faut bien les choisir. Par exemple, avec ko = ks = 3 par exemple, on a un point d'inflexion
en 1. La fonction n’est pas lisse en ce point. Par contre, pour ko = 10 = —kg3, il semble que la fonction soit lisse en ce
point. Il faudrait étudier ce genre de comportement et comment bien choisir ko et k3 pour avoir une fonction lisse.


https://www.desmos.com/calculator/zxweimfzr8

