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Probleme 1 (Equation Différentielles d’Euler) :

1. Ona
vy’ +y = -1 (Eo)

qui est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 en 3’ qui est équivalence a

1 1
" /
y' -y =——
x x
que nous résolvons uniquement sur R* . Les coefficients sont continues sur R . Les solutions de I'équation homogene

sont les
A

z e @) = 2
x

sur R% avec A € R. Une solution pariculiére est la fonction x + —1. Donc les solutions a cette équation sont les
y'(z) = 2 — 1 pour z > 0 et A € R. Et par suite, les solutions de (Ejp) sont les y(z) = Aln(z) — 2 + p pour = > 0,
avec A\, u € R.

2. On suppose a > 0.
(a) On pose fq(x) = - pour tout = > 0. Cette fonction est définie et infiniment dérivable sur R*.. Et Vz > 0,

a 1

o) =t e el

a( ) - $a+2

On a donc, pour tout = > 0,

T (2) + (2a + 1)z fl(z) 4+ a®z* fu(2)
Cala+ 1)z a2a+ 1)z | @zt

rot2 rotl o
_ala+1) a(2a+1) n aj
o x x
_a*+ala+1)—a(2a+1)
x

=0

Donc f, est bien solution de I'équation différentielle homogene (H,).



(b) Soit y une solutions de (E,) sur R% . On pose z(x) = 2%y(x) définie sur R* . Par produit de fonction dérivable,
z est deux fois dérivable et pour tout x > 0, on a

2 () = az""ly(z) + 2y (x)
et
2'(z) = ala — 1)z *y(z) + 2az" 1y () + 2% (z)
D'ou I'on déduit, pour tout x > 0,
2" (z) = ala — 1)z Ly(z) + 2azy (z) + 2Ty (2)
— g (2) + (20 + 1a%y (2) — 2% (2) + 0?29 y(x) — ax® Ly ()
a,/ a—1y(x)
y(x)) — ax®”

=—1—2%'(z) —ax

a—1 1

=-1-((z) —az
=—-1-2'(2)

y(z)

en utilisant le fait que y est solutions de (E,).

On a donc Vo € RY, 22"(z) 4+ 2/(x) = —1. Donc z est solution de (Ejp).

(c) Soit y une solution de (E,) sur R%. Alors z : & — x%(x) est solutions de (Ep). Donc d'apres la question
1, 3\, pu € R tels que Vo > 0, z(x) = Aln(z) — x + p. On en déduit donc 3\, u € R tels que Vo > 0, y(z) =
%ﬁ—xa—{l—s—ﬁ avec \, i € R.
Réciproquement, soit A\, u € R et y(z) = %ﬁm) — za%l + £ pour tout z > 0. Alors y est deux fois dérivables sur
R% par somme d'applications deux fois dérivables (elle est méme infiniment dérivable). Et on a

~adln(z) a—-1 ap—2A

Vz >0, y(z) =

ra+l e potl
" (a+DAn(@) ala—1) afa+Dp— (20 +1)A
I ala + n(x ala — ala+ 1)pu — (2a +

Ve >0, y'(z) = £at2 T gadl T pat2

Ce qui nous donne, pour tout x > 0
$a+1y//(£€) _ a(aJrlzv)\ln(x) _ a(a _ 1) + a(a:l),u _ (2aj;1)/\
(2a + 1)[13ay/(33> _ _a(2a+1x))\ln(;r) + (CL . 1)(20, + 1) _ a(2a;—1)u + (QaII)A
alrly(z) = 7‘12)‘;“(”’0) —a®+ ‘127“

Et par sommation, on trouve donc

Vo >0, 2Ty (x) + (2a + 1)z% (z) + o’z y(z) = —1

On en déduit alors que les solutions de (E,) sont précisément les fonctions = ’\1;1651) — mal—l + £ définie sur R,
avec A\, u € R.

(d) En particulier, on vient de voir a la question précédente que I'ensemble des solutions de (F7) est

R — R
+
In(z) ;s A HE R} :

3. On consideére I'équation d'Euler (E.). Soit f une solutions de (E.). Donc 3\, € R tels que Vo > 0, f(z) =
’\lgrcle(x) — L1 + £ Puis f(1) = p— 1= —1 nous donne y = 0. Donc 3\ € R telle que Vz > 0, f(z) = Al;le(x) - L

En dérivant, on trouve Va > 0, f/(x) = %ﬂ(ﬂ?) + <. Et la condition f'(1) = A+ e —1 = 2e — 1 nous donne
A=ce.

Finalement, on a

e >0, f(x)_eln(x)_ 1 :eln(x)—x




Probleme 2 (Partie fractionnaire et densité) :

1. (a) Soit x € R. Par caractérisation de la partie entiére, on sait que |z] <z < |z] + 1. Donc 0 < f(z) < 1.

(b) Soitz € Ret k € Z. Onsait que |z| +k <x+ket |x|+keZ. Or|x+ k| est le plus grand entier inférieur
ou égale 3 = + k (définition de la partie entiére), donc |z] + k < |z + k],

Par ailleurs, |z + k| —k < z+k—k = x. Grace a la définition de la partie entiére (et plus précisément a la définition
d’'un maximum), on en déduit donc |z + k| — k < |z, puisque |z + k| — k € Z. Autrement dit, |z + k] < |z] + k.
Onadonc |z + k] = |z] + k.

Finalement, f(z+k)=ax+k— |z +k|=x+k—|z] —k=2— |z] = f(x).
(c) Soit p € N etz € R. Alors on a

fpf(x)) =pf(x) — |pf(z)]
=p(z — |z]) — |p(z — |z])]

=pr—plz] - [pr—plz]]

=pr—plz] — |pz] +p|x] car p|z| € Z et cf démo [1}]
= pr — [px]

= f(px)

2. (a) Soitz € R. On a
f(#)=0 <= z=|z] <= z€Z

(b) Soit z € Q. Alors 3(p, q) € Z x N* tels que = = g. Donc gx = p € Z. Et donc f(qz) = 0.
Réciproquement, soit = € R tel qu'il existe ¢ € N* tel que f(gx) = 0. Par la question précédente, on sait donc que
gr € Z. On pose p = qr € Z. AIorsxz%et donc z € Q.

3. Soit x = % € Q avec p € Z et ¢ € N*. Alors, par définition de I}, on sait que

{O,f(x),f(Qm),,f((q— 1)‘7:)} - Fac

car flaw) = f(p) = 0.

Soit n € N*. Donc 3r € {0,...,q—1} et a € Z tels que n = ag+r. Alors f(nzx) = f(aqz+rzx). Mais aqgx = ap € Z.
Donc par la question [1b, f(nz) = f(rz) € {0, f(z),..., f((¢ — 1)z)}.

Donc F, = {0, f(z),..., f((g —1)x)} et F, est fini.

4. Soit x ¢ Q.

(a) D'abord, F, # 0 puisque f(z) € F,. Ensuite, on sait, par la question [1a} que Vn € N*, f(nz) > 0. Donc 0 est
un minorant de F,. Et donc inf F), existe par propriété de la borne inférieure de R. On pose o = F,.

(b) On suppose @ > 0. On note £ = {k € N, ka > 1}. On pose n = EJ + 1. Alors naw > av = 1. Donc n € E.
Donc E # 0.

Donc FE est un sous-ensemble non vide de N, donc il admet un plus petit élément. On note m = min{k € N, ka >
1}.

On a m # 0 puisque 0 x « = 0 < 1. Par définition de m, on a m — 1 ¢ E. Autrement dit (m — 1)a < 1. Ce qui
nous donne ma < a + 1 et donc a < O‘H

(c) On rappelle que o = inf F,. Comme 0‘;1 > q,
la borne inférieure (appliqué a € = °‘+1 —a > 0), on sait qu'il existe y € F,, tel que a <y <
Et finalement, par définition de Fx, Ing € N* tel que y = f(npx). Donc Ing € N* tel que « S flnoz) < ‘%1

(d) En multipliant par m, on a donc ma < mf(noz) < a + 1. Mais m = min{k € N,ka > 1}. Donc ma > 1.
Donc 1 < ma < mf(noz) < a+ 1. La croissance de la partie entiére nous donne alors 1 < [mf(noz)].
On en déduit alors f(mf(noz)) = mf(nox) — [mf(noz)] <a+1-1=a.

0%1 n'est pas un minorant de F}.. Donc, par caractérisation de
a+1



(e) Par la question [1d on a aussi f(mf(noz)) = f(mnoz). Et m,n € N*. Donc f(mnoz) € F,. Et pourtant
f(mnoz) < a = inf F;. On a donc une contradiction.

Par conséquent, I'hypothése supplémentaire que |'on a faite est fausse, c’est a dire & < 0. Mais 0 est un minorant
de F, (cf question [4a)). Donc 0 = inf F, si z ¢ Q.

5. Soit z ¢ Q.

(a) Soit A > 0. Alors A > inf F,, d'aprés la question précédente. Donc par caractérisation de la borne sup dans R
(appliqué a e =\ > 0), In € N* tel que 0 < f(nz) < A. Mais f(nz) = 0 implique nz € Z. Ce qui impliquerait x € Q.
Ce qui est absurde. Donc f(nx) # 0. Finalement, 3n € N* tel que 0 < f(nz) < \.

(b) Soit a,b € R tel que 0 < a <b < 1. Donc b—a > 0. Par la question précédente, on sait donc In € N* tel que
0< f(nz) <b-—a.

Comme f(nx) > 0, on peut considérer I'ensemble E' = {k € N, kf(nx) > a}. Cet ensemble est non vide (il suffit
de prendre k = {%J + 2 par exemple). Il admet un plus petit élément que I'on nomme p. Donc pf(nz) > a (on
remarquera que p > 1 par un raisonnement fait plus haut). Mais (p — 1) f(nz) < a. Donc pf(nz) < a + f(nz) <
a+b—a=>b. Donca<pf(nz)<b.

Comme 0 < a < b < 1, on a en particulier 0 < pf(nz) < 1. Donc |pf(nx)] = 0. Donc f(pf(nz)) = pf(nx). Mais
par la question [Ld, f(pf(nz)) = f(pnz). Donc pf(nz) = f(pnz).

Finalement a < f(pnx) < b. Et p,n € N* donc f(pnz) € F.

Probleme 3 (Trois méthodes de simplifications d’une expression) :
On consideére la fonction f définie par

f(x) = arcsin(x) — 2arctan ( 1 ji) .

On se propose de donner une expression simple de f par trois méthodes différentes.
1. Premitre méthode : Etude de fonction

(a) arcsin est définie sur [—1,1]. arctan est définie sur R. La fonction = ++ \/z est définie sur R,. Et z — £
est définie sur R\ {1}.

Par ailleurs, on a le tableau de signe :

T —00 -1 1 +00
1+x - 0 + 2 +
1—=2 + 2 + 0 -
1+
=" - 0 + -
Donc par composition, z > |/11% est définie sur [—1,1].
Finalement, f est définie sur [—1,1] N [—1,1[= [-1,1].
(b) On sait que arcsin est dérivable sur ] — 1, 1[, arctan est dérivable sur R, z — /z est dérivable sur R% , z — 1=

est dérivable sur R\ {1}. Donc, par composition, 2 + /1< est dérivable en tout = € [—1,1[ tel que 1% > 0. Donc,
d’aprés la tableau de signe de la question précédente, z — % est dérivable sur | —1,1].



Finalement, par composée, puis sommes d’applications dérivables, f est dérivables sur ] —1,1[. Et :

1,1 1 1-z+(1+2)
V1—22 l—i-if—ig % (1—2)2

_ 1 1—2z l—z 2
V122 l-z+l14+z\1+2(1—2)2

Vz €]l - 1,1, fl(z) =

1 -z 1
T Vi—22 V1+az1-z
! 1
CV1—22 J1—zx2
=0.
Donc f est une fonction constante sur | —1,1[. Or f(0) = —2arctan(1) = —7 et f est continue sur [—1, 1], donc

1
Vo € [-1,1], f(x) = arcsin(x) — 2arctan T _T
l1—=z 2
2. Deuxieme méthode : avec des fonctions hyperboliques :

(a) On ash:R — R bijective et ch : R — [1, +o0[ surjective mais non injective. Donc, par quotient d'applications
dont le dénominateurs ne s'annule pas, th = % est définie sur R.

D’autre part, on a

xT

VreR, —2¢77 <0 < VzeR, —e*<e”
— VreR, e —e <’ e "
<= Vz € R, sh(x) < ch(x)
< Vz eR, th(z) <1

car Vz € R, ch(z) > 1> 0.
Et de méme,

VreR, 2 >0
— VreR, —e¥<e¢e
— Ve eR, —e " —e" <’ —e”
< Vz € R, —ch(x) < sh(z)

< Vz e R, —1 < th(z).

T

D'ou I'on déduit Vz € R, th(z) €] — 1,1[.
(On aurait pu le montrer a partir de I'étude de th en dérivant et en faisant un tableau de variations).
(b) On pourrait montrer que th est bijective en faisant une étude de fonction.
Soit z € R et y €] — 1, 1] tel que th(z) = y. On résout cette équation d'inconnue z.

et —e™®
62:2_1_
2wyl Y
= e 1 =y(e* +1)
= (1-ye*=1+y
1
<:>62“”:ﬂ cary <1
-y
1 1
= = iln (1+y) cf étude signe[13]
-y



On note alors argth :] — 1,1[— R définie par argth(z) = %ln (ﬁ—i) D’apres I'étude de signe de , argth est bien
définie sur | — 1, 1[. Et d'autre part, par le calcul précédent, on a

Ve € R, argth(th(z)) = = et Vx €] — 1,1[, th(argth(z)) = =.

Donc argth o th = Idg et thoargth = Idj_; ;. D'ou I'on déduit, par caractérisation de la bijectivité, que th est bijective
de R sur ] —1,1] et que
|1-1,1 — R

1

71_ .
th™ = argth : - o %111 £>

(c) Soit y,z € R. On a th(y) €] — 1, 1] donc en particulier th(y) # 1. On résout I'équation en y :

1+ th(y) .
1 —th(y) o
1+ ezz—l
+1
= P :2y—1 =e*
T e2v41
e+ 1+e%—1 .
<~ =

Wl el ¢
: er — ¢
= 2y==z bijectivité de exp

(d) Soit z € R. Alors, d’apres la question précédente,

cos(2arctan(e?)) = 2 cos(arctan(e®))? — 1
2
= 1
1+ e
1— e
1+e2
= —th(x).

(e) Soit z €] — 1,1[. On pose y = argth(xz) € R. Alors x = th(y) par bijectivité de la fonction th et parce que

th™! = argth. Alors, d'aprés la question précédente, e = }f:ﬁgg
Finalement,
1
f(x) = arcsin(x) — 2 arctan ( . + x)
-z
1+th

= arcsin(th(y)) — 2 arctan ( 11—131185)

= arcsin(th(y)) — 2 arctan (\/ 62?/)

= arcsin(th(y)) — 2 arctan(e?)
Par ailleurs, d'aprés la question précédente, cos(2arctan(e¥)) = — th(y). Mais arctan : R —| — w/2, 7/2[ et arctan

est impaire et croissante. Donc arctan : Ry — [0,7/2[. Donc 2arctan(e¥) €]0,n[. Or cos|[0 . est bijective et

-1
arccos = (cos }[0 ﬂ]> . Donc 2 arctan(e¥) = arccos(— th(y)).
On en déduit

f(x) = arcsin(th(y)) — arccos(— th(y))

= —(arcsin(—th(y)) + arccos(—th(y))) imparité arcsin
T

2

3. Troisieme méthode : Avec des fonctions circulaires.



(a) Soitx € [—1, 1. cos est strictement décroissante sur |0, 7], donc cos est injective et cos(]0, 71]) = [cos(), cos(0)[=
[—1, 1]. Donc cos établit une bijection de |0, 7] sur [—1,1[. D'ou pas bijectivité, 3!0 €]0, 7| tel que = = cos(h).
(b) Soit z € [—1,1[. Soit # €]0, 7| unique d'aprés la question précédente, tel que x = cos(f). Alors

— X

1+ cos(&))

f(z) = arcsin(z) — 2 arctan ( 1 + ;1:)

= arcsin(cos(f)) — 2 arctan ( 1 — cos(f)

cos 2

= arcsin(sin(7/2 — 0)) — 2arctan ( zsm((g/g))?>
E 1 car T —0 € [—7/2,7/2|
=5 0 — 2 arctan (tan(9/2)) et cés(ﬁ/?),sin(H/Q) >0

_ - car tan(6/2) > 0
=5 6 —92 (2 — arctan(tan(9/2))> car 0/2 €]0, /2]
= g —0—7+6
D)

Exercice 4 (BONUX) :
Soit € R solution. On a automatiquement x > 0 car la partie entiére est croissante. De plus, comme ce sont des
entiers, deux d'entre eux sont nuls. Par croissance de la partie entiére, on a donc |1/z] = [2/x| =0 et [3/z] = 1.
Puis [2/2] =0 <= 0<2/z <1 <= x> 2.
Et [3/z] =1 + 3 <2<3.
Donc z €]3/2, 3]N]2, +00[=]2, 3].

Réciproquement, si 2 < z < 3, alors £ < 1 < 1. On obtient alors facilement [1/z| = |2/z] =0 et |3/z] = 1.
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