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On considére la fonction
R — R

f'x — 1 — 22

IS

1. (a) Soit z € Rtel que f(x) =2.Donc1—2?> =2 <= 2°+2—-1=0.0naA=1+4=>5doncs = 71%
Donc f a deux points fixes qui sont o = —1+—2\/5 <0Oetp= @ > 0.
(b) f est décroissante sur R, (et continue) donc f([0, 1]) = [f(1), f(0)] = [0, 1]. Donc [0, 1] est intervalle stable
par f.
f est croissante sur R_ (et continue) donc f(] — 0o, o)) =] limy— oo f(2), f(a)]) =] — 00, ] car « est
un point fixe de f. Donc | — 0o, a] est intervalle stable par f.

On vient de voir que f(]0,1]) = [0, 1]. Et par croissance de f sur R_, f(]a,0]) =]f (), f(0)] =], 1].
Or a < 0, donc [0,1] CJa, 1]. Donc f([0,1]) Cl]a,1]. D'ou f(Ja, 1]) = f(Je,0] U [0,1]) =]e, 1]. Et donc
|a, 1] est encore un intervalle stable par f.

2. Soit g= fof. DoncVz €R, g(x) = f(f(z)) =1— f(x)? =1— (1 —22)? = 222 — 2% = 22(2 — 2?).
(a) On pose ¢ = g — Idg. g est dérivable sur R et

Vz € R, ¢'(z) = 4z(1 — z°)

D'ou I'on a le tableau de variations sur [0, 1] :

z 0 1
g'(x) +
1
g /
0

De plus, on a
Ve eR, p(z) =222 -2~z =22z -2 - 1) = —2(z - 1)(2* +2 - 1)

Or les racines de X2 4+ X — 1 sont « et 3, donc on déduit le tableau de signe :



x —0 o 0 I} 1 +00
x — - 0+ + +
z—1 - - — - 0 +
24+r—1 + 0 - — 0 + +
o(z) — 0 + 0 — 0 + 0 -

On en déduit en particulier que Vz € [0, 5], g(x) < z et Vz € [8,1], g(z) > x.
(b) Soit v € RN telle que vy € [0,1] et Vn € N, v 41 = g(vp).
D'aprés la question [13} [0, 1] est un intervalle stable par f. Donc g([0,1]) = f(f([0,1])) = [0, 1]. Donc
[0, 1] est un intervalle stable par g. Donc la suite (v, )nen est bien définie et Vn € N, v,, € [0, 1].

De plus, g est croissante sur [0, 1], d'apres le tableau de variations de la question précédente. Donc v
est monotone.

Or v est bornée (Vn € N, v, € [0, 1]). Donc v est convergente par théoréme de la limite monotone.

Soit z € [0,1] tel que g(z) =z < ¢(x) =2 <= =z € {0,5,1} d'aprés la question précédente.
Donc v converge vers 0, 1 ou 3.

Si vg € [0, B[. Alors, d’apres la question précédente, g(vg) = v1 < vg. Donc la suite v est décroissante.
Elle est en particulier majoré par vy < 5 < 1. Donc v ne peut pas converger vers 3 ni vers 1 (sinon Inyg € N

tel que Vn > ng, v, > vy &). Donc v, N 0.
n o

Si vg = f3, alors la suite v est constante (égale a 3) puisque [ est un point fixe de f donc aussi un point
fixe de g.
Si vy €]8,1], alors g(vg) = v1 > vy d'apres la question précédente. Donc v est croissante. Elle est en

particulier minorée par vg > 3, donc elle ne peut pas converger vers 3 ou 0. Donc v, ——+——> 1.
n—-+00

2

3. On considére une suite u telle que Vn € N, upy1 =1 — ;.
(a) Onsuppose ug € [0, 1]. Comme [0, 1] est un intervalle stable pour la fonction f et que Vn € N, up+1 = f(uy),
on peut en déduire que la suite (u,)nen est bien définie et que Vn € N, u,, € [0, 1].
On note que Vn € N, ugpi2 = f(f(upn)) = g(un) et uznys = f(f(u2n+1)) = g(ugns1). Donc d'apres la
question précédente, les suites (u2y )nen €t (U2n+1)neN SONt convergentes.
Supposons ug € [0, 5[. D'aprés la question précédente, on a alors ugy, —+> 0. Et u; = f(uo) €]8,1].
n—-+0o0

Donc d'aprés I'étude des suites de la question précédente, on a uon 11 —+> 1.
n—-+0oo

Finalement, u diverge (sinon (u2n)nen et (u2n+1)nen aurait la méme limite en tant que sous-suite d'une
suite convergente, ce qui n'est pas le cas). Donc u est une suite divergente et ne tend pas vers +oo.

Si ug = f3, alors la suite u est une suite constante égale a f.
(b) On suppose ug €]a, 0[.
i. Onawuy = f(ug) € f(Jo,0]) =], 1[. Or Jev, 1] est un intervalle stable par f d’aprés la premiére question.
Donc la suite (up)nen est bien définie et Vn € N*, u,, €|a, 1].
Supposons que Vn € N, u,, ¢ [0,1]. OrVn € N, u,, €]a, 1]. Donc ¥n € N, u,, €]a, 1]\ [0, 1] =]a, 0].
Or f est croissante sur R_ et donc en particulier sur ], 0[. Donc u est monotone. Mais u est bornée,
donc elle est convergente par théoreme de la limite monotone. Et donc wy, m a. Comme Vn € N,
un > a, on en déduit que (u,) est décroissante, toujours par théoréme de la limite monotone.
Mais si on considére ¥)(z) = f(z) — 2 =1 — 2% — z, on la tableau de signe :



x —00 « 0 B +o0

flz)—=z - 0 + + 0 -

Donc en particulier V €]a, 0], f(z) > z. En particulier u; = f(up) > up. Donc la suite est croissante.
D'ou B,
On en déduit donc que 3k € N tel que u, € [0,1].
ii. D'apres la question [3a} si up = 3, alors la suite u est stationnaire en 5 et donc convergente. Mais si
uy, € [0,1] avec ug # 3, alors la suite u est divergente.
(c) On suppose ug = a. Alors Vn € N, u,, = v puisque « est un point fixe de f. Donc la suite u est constante
et donc en particulier convergente.
(d) On suppose up < a. Comme | — 00, ] est un intervalle stable par f, la suite u est bien définie et Vn € N,
Up < Q.
Par ailleurs, f est croissante sur | — oo, ]. Donc la suite (uy,)nen est monotone.
D'autre part,on aVz € R, f(z)—z=1-2? -2 = —(z—a)(x—3). Donc Vx €] —o00,a], f(z)—z < 0
et donc u; = f(up) < up. Donc la suite u est décroissante.
Par théoreme de la limite monotone, u est convergente si et seulement si u est minorée. Supposons u

minorée. Donc elle converge vers un point fixe de f. Or, par décroissance, ¥n € N, u,, < up < a. Donc &,
Donc u n’est pas minorée.

De nouveau par théoréme de la limite monotone, u, —+> —00.
n—-+0oo

(e) On suppose ug > 1. Alors u3 — 1 > 0. Donc u; = f(ug) =1 —u3 < 0.

Sil<wup<+I—a,alors0<u?—1< —a etdoncu; €a,0[. On peut alors appliquer la question 3b
et la suite u est soit stationnaire en [3, soit divergente.

Siup =+/1—a, alors u; = 1 — u? = a et donc la suite u est stationnaire en o & partir du rang 1.

Siug > +1—a, alorsu; =1— ug < « et d'apres la question précédente, uy, —+> —00.
n—-+0oo

4. On suppose qu'il existe £ € R tel que u,, —+> LetVn eN, u, # L.
n—-—+0oo

On pose, Vn € N, w,, = |uy, — ¢|.
(a) On a toujours, par définition de u, Vn € N, up,11 = f(uy). En passant a la limite et par unicité de la limite,
¢ = f(£). Donc ¢ est un point fixe.

Et
’ n Up — 4 Up, — ¢ ’
Or f est dérivable sur R, donc en particulier f est dérivable en ¢. Or Vx € R, f'(z) = —2x. Donc, par
définition de la dérivabilité,
x—/ z—L
D’ou, par composition dans les limites,
n) — f(£
o) =10 o0
Uy — £ n—+o00
et donc aussi =2 ——— 2|¢].
n. n—+oo
(b) On sait que les deux seuls points fixes de f sont a = _1+2\/5 et f = ‘/5271. Orac< —12i2 = —3/2. Donc

2|al > 3. Et aussi 8 > 251 = 1/2. Donc 28 > 1.

Dans les deux cas 2|¢| > 1. Or “»&t — 2|¢|. Donc 3ng € N tel que Vn > ng, <= > 1. D’ol
n n—4o0 n

w
Vn > ng, wpt+1 > wy. Donc en particulier, Vi > ng, wy, > wyy = |y, — £ > 0.
Mais on a également u,, —+> ¢ par hypothese. Donc Ve > 0, 3n; € N, Vn > ny, w, = |u, — | < e.
n——+oo

En prenant ¢ = wy,, /2 > 0, on a donc In; € N tel que Vn > nq, 0 < wy, < %

Finalement, Vn > max(ng,n1), wn, < wy, < % ce qui méne a wy, < 0 et donc &,



(c) On vient de montrer que si 3¢ € R tel que u, R letVn €N, u, # ¢, alors B,
n——+0oo

Par conséquent, si u est convergente vers ¢, alors 3ng € N tel que u,, = £ (sinon &).
Or ¢ est un point fixe de f (car f est continue). Et donc la suite u est stationnaire.



