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Le devoir dure 4h.

La qualité de la rédaction et de la présentation seront prises en compte dans la notation. On prendra bien garde
a la justesse et la précision des justifications.

Si un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il I'identifiera clairement sur la copie et
explicitera les décisions qu'il sera amené a prendre.

La calculatrice n'est pas autorisée.

Le sujet comporte 3 pages.

Probléme 1 (Equivalent de Stirling) :
Le but de ce probléme est de déterminer I'équivalent de Stirling

n
n
n! ~ 2mn | —
n——+oo (&

Partie | : Un équivalent a une constante prés
On introduit la suite (uy,)nen+ définie par

nle™

- N

Vn € N*, u,

1. Montrer que Vn € N*, u,, > 0.
2. Montrer que

vn c N*7 Un+1 — 61—(%4—7’1) ln(l—l-%)
Un,

3. On introduit la fonction ¢ définie par

1 1
Vit > 0, gO(t) =1- <2+t) ln(l—l—t).

(a) On pose ¥(t) =2t — (t+ 2) In(1 + t). Par une double dérivation, déterminer le signe de ¢ sur R.
(b) En déduire le signe de ¢ sur R
(c) En déduire la décroissance de la suite (uy,)npen-



4. En déduire que la suite (u,) converge. On appelle C' la limite de la suite (uy).
5. Justifier que C' > 0.

6. Supposons que C' = 0. On considére la suite (v, )pen+ définie par

Vn € N*| v, = In(uy,).

(a) Que peut-on dire sur la convergence de (vy,)?
(b) Montrer que Vn > 2, vpq1 — v, =1 — ( + n) In(1+1/n).
(c) Montrer que Vz > 0, x——<ln(1+x) a:——-i-g
(d) En déduire un encadrement de v, 41 — v, pour tout n > 2.
(e) En déduire
1 1 1~ 1 1~ 1
Vn>2 ZkQ égﬁévn_Fl—UQSz;ﬁ

(f) En admettant (encore pour quelques semaines) que (2}321 %)

et (Zﬁzl %) . Sont conver-
neN*
gentes et en notant

zn:kl ¢(2)eR et ii.———)C(ii)G]R,
k=1 1

aboutir a une contradiction et conclure que C' > 0.

7. En déduire finalement

n——+4oo

nl ~ Cyvn (:)n

Partie Il : Détermination de la constante C

On définit une suite (I,,)nen des intégrales de Wallis par

w/2
VneN, I, :/ sin(t)"dt
0

En faisant alors un changement de variable et en utilisant la positivité de |'intégrale et la croissance de
I'intégrale, on peut montrer que

vneN, I, >0 et (In)nen est décroissante.

Il est facile aussi de calculer les premiers termes, et une double intégration par partie nous permet

d'avoir :
In=73
L =1
Vn €N, Iy =251,

8. Calculer Iy, I3, 14, Is.

9. On pose, Vn € N, J,, = (n+ 1)I,,411,. Montrer que la suite (J,,),en est une suite constante et donner sa
valeur.

10. Etablir que Vn € N,
m (2n)!

EYCTIE A

2n

11. En utilisant la monotonie de (I,),ecn, montrer que I,, ~  I,41.
n—-+oo



12. En déduire un équivalent de J,, faisant intervenir I,,, puis en déduire

| T

13. A I'aide de la partie | et de la suite (I2;,)nen, donner la valeur de la constante C.

14. Applications : Donner un équivalent simple et la limite des suites dont le terme général est

n! (n!)?
Qp = 717 et BTL = 77’],”

Probléeme 2 (Etude de deux groupes isomorphes) :

1. Un produit semi-direct
soit G = R* x R. On munit G de la loi % définie par :
V(J:‘, y) € G, V(xlv y/) € G, ($>y) * (x/7y/) = (xxlv Y+ xy')
(a) Montrer que * est une loi de composition interne sur G et qu’elle admet un élément neutre dans G,
que I'on déterminera.
(b) Montrer que (G, *) est un groupe. Est-ce un groupe abélien?
(c) Soit H=TR* x {0} et K = {1} x R. Montrer que H et K sont des sous-groupes de G.
2. Les transformations affines de R
On note S(R) I'ensemble des bijections de R dans R.
(a) Montrer que (S(R),0) est un groupe.
Si f:R — R, on dit que f est une application affine, si Vz,y € R, Vt € R, f(tx + (1 —t)y) =
tf(x) 4+ (1 —1t)f(y). On note Aff(R) I'ensemble des applications affines bijectives de R dans R.
(b) Montrer que (Aff(R), o) est un groupe.
3. Un isomorphisme
Pour (a,b) € R, on note fap : R — R I'application définie par f,; : x — ax + b.
(a) Montrer que f, 1 est une application affine, pour tout a,b € R. A quelle condition est-elle bijective ?
(b) Montrer que F' : G — Aff(R) définie par F(a,b) = fq 4 est un morphisme de groupes.
(c) Montrer que F' est isomorphisme de groupes. En déduire que Aff(IR) n'est pas un groupe abélien.
4. Les automorphismes intérieurs de G
(a) Soitg € Getp,: G — G définie par ¢, (h) = gxhxg~! (ol g~ ! est I'inverse de g pour ). Montrer que
g4 est un endomorphisme du groupe G, puis qu'il est bijectif. On donnera I'isomorphisme réciproque.
(b) Montrer que le sous-groupe K est stable par ¢, pour tout g € G. Qu'en est-il de H?
Si g € G, on notera @y I'endomorphisme de K induit par ¢, (i.e. g4 : K — K et pg4(k) = pq4(k)).
(c) Montrer qu'en posant, pour tout h € H, ®(h) = ¢y, on définit un morphisme de groupes (H, *) dans
le groupe (Aut(K), o) des automorphismes de K.
(d) @ est-elle injective ?




