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Probléeme 1 (Equivalent de Stirling) :

Partie | : Un équivalent a une constante pres

On considére la suite (u,) définie par

nle™

1. Onsaitque Vn > 1, €™ > 0, n! > 1, y/n > 1 par croissance de la fonction racine, n" > 1. Donc Vn > 1, u,, > 0.
2. Soit n € N*. On calcul :

Vn € N*, u, =

Uny1  (n+ D)™ /an”
un, /A4 I(n+ 17+ nlen

=e

_ 61—% In(14+1/n)+n(ln(n)—In(n+1))

_ el—%ln(l+1/n)—nln(1+1/n)

— el—(%—i—n) In(14+1/n)
3. On pose

1 1
Vi >0, pt)=1-— (2+t>ln(1+t)

2t — (t+2)In(1 +¢)
- 2

()
2t
On remarque aussi immédiatement que
Vn € N*. Yt _ e(1/n)
) un

(a) ® est infiniment dérivable sur R, et

t+2
VteRy, /(1) =2—In(1+1t) — ——
+ Y'(1) n(l+t) =7
¢t 1 t41-t-2 '
Vi e Ry, 4" (t) = — — A <0.
V=1 (t+1)2 (t+1)2 =

On en déduit le tableau de signes :



W (t) -
0
w/ \
W'(t) -
0
w \

»(t)

(b) Comme Vt > 0, p(t) = % on en déduit que ¢ et ¥ sont du méme signe. Donc V¢ > 0, ¢(t) < 0.

(c) On en déduit également que
Vn € N*7 M — eﬁo(l/n) <1

Un,
par croissance de |'exponentielle. Et donc la suite (u,,) est décroissante.

4. La suite (uy,) est donc décroissante et minorée par 0 (cf question 1). Donc, par théoréme de la limite monotone,
elle est convergente. Donc lim,,_, o 4y, existe. On pose C' = lim,,—, 4 oo Up,.

5. On sait que Vn > 1, u, > 0. Donc, par passage a la limite dans les inégalités, C' = lim,,_, 1 o uy, > 0.

6. On suppose C' = 0. On pose
Vn > 1, vy, = In(uy).

(a) Comme la suite (u,) converge vers 0 et comme In(x) — —oc. Par caractérisation séquentielle des limites
T—r

(ou par composition dans les limites), on obtient v, = In(uy,) o % Donc la suite (vy,) est divergente vers —oo.
n—-—+0oo

(b) D'apres la question 2, on a Vn > 2, vyq1 — vy = In(Upy1/up) = @(1/n) =1 — (% + n) In(1+1/n).

(c) On considere les fonctions f et g définies sur Ry par f(z) = In(1 + 2) — 2 + 22/2 et g(x) = f(z) — 23/3.
Alors f et g sont dérivable sur Ry comme sommes (et composées) d'applications dérivables sur R et

1 l—1l—z+4+z+22 x?
Vo >0, f'(z) = —1l-—z= = >0
z 20, fi(z) 142 v 1+z 1+x
et 2 2 3 3
Vo >0, , o o2 oat—at <0
20, g/() = fla) —a® = =T = T <

Donc f est croissante sur R et g est décroissante sur Ry. Or f(0) = g(0) = 0. On en déduit donc

2 2 3
T x x
Ve >0 — — <lIn(1 <xr— — —
>0, z x_n(+:p)_x 2+3
(d) En particulier, Vn > 2,
Lol pageme o L
———<In - 4+ .
n  2n? — n_n 2n2 = 3n3
On en déduit donc . . )
Vn>2 1——<nln(l+1 <1l—— 4+ —=.
n> 2, 2n_nn( +1/n) < 2n+3n2
Et aussi ) ) . ) ) .
Vn>2 —— —<-In(1+1 < — — — 4+ —.
n=2 o e Sl n) S o - st e



En sommant les deux relations précédentes, on a

1 1 1
D'ou . 1
van,_12n2_6ng§1—(2+n>ln(1+1/n)zvn+1—vn§4n2

(e) En sommant les inégalités précédentes, on trouve, par télescopage,

1 &K1 11 “
Vn>2, —= Y ==y = <Y (01 — )
125k 65875
= Un+1 — V2
11
<=y .
= 2
4=k
(f) Or
n 7_‘_2
e
k=2
et
"1
Zgggzzzggﬁ)—leR.

1

6n3’

1

Donc (vp4+1 — v2)nen est une suite minorée (encadrée par deux suites convergentes, donc deux suites bornées). Or par
hypothése, u, —+> 0, donc par composition dans les limites, v, = In(u,) —+> —o0. Et donc (v,) n'est pas
n—-+0o0

n—-+0o0o
minorée. D'ot B,
On en conclut que C # 0. Or C' > 0. Donc C > 0.

7. Comme u,, ——— C # 0, on en déduit u,, ~ C. Et par multiplication, on a immédiatement,
n—-+oo

n—-+0o

n! ~ Cyn <Z>n

n—-+oo

Partie Il
On consideére la suite (I,)nen définit par
In=73
L=1
VneN, Iy = %In
que I'on admet étre décroissante et strictement positive.
8. On a alors )
™
Ih=—-Ip=—
27207y
et
o112
T 142703
°t 211 3
L=""r="
242 16
¢t 341 4 2
I5 = 13 ==X =—-— = —
342 5 3 15



9. Soit n € N. Alors

n—+1

— 2] In+1 (n + 1)Inln+1 == Jn

Jni1 =+ 2) Lol = (n+2)

Donc la suite (Jp)nen constante égale a Jg = Iply = 5

10. On pourrait montrer les relations par récurrences, mais on va faire autrement. On sait que

2n+1 2(n+1)—1
A N, I = = I
n e N, Ioapt2 2n+22n 2+ 1) 2n
Et par une récurrence facile, on a alors
VneN, I —fi%_ll
n sy 42n — ok 0
k=1
D’ou I'on déduit alors, Vn € N,
[Te=1(2k — 1)
Iy, = = 7]
T a2k
B Hk , 2%( 2k 1) -
2n Hk:l ko2
oy 2k m
2l 2
o @2n)! 7
C(2ml)2 2
Et de méme, on a
2n+ 2 2(n+1)
vn eN, [ = — =— 7 T
n 2n+3 on + 3 2n+1 2(n+1> 1 2n+1
Donc, par récurrence facile, Vn € N,
no2k
I = — 7T
2n+1 kl;[1 2% + 1 1
2Mn!
I (2k+1)
2"n!
H 2k( 2k+1)
k=1
_(2"nl)?
 (2n+1)!

11. On sait que (I)nen est décroissante. Donc Vn € N*, I,y < I, < I,,11. Mais comme Vn € N, I, > 0, on

a donc Vn € N*, §7L+1 g IIZ < 1. Mais en utilisant la relation de récurrence vérifiée par (In) on en déduit donc

Vn € N*, ”T“ =141 < =<1 Or1 —|— —> 1, donc par théoreme des gendarmes, ; ——— 1 et donc
Iny n——+o0o 1 n—-+00

I, ~ I
n—-+oo

12. On rappelle que Vn € N, J, = (n + 1)I,y11, = 3. Donc J, et T puisque /2 # 0 et J, = (n +
Oiplyy1 ~ nl2.

n—-+oo
On en déduit donc, par transitivité de la relation d’équivalence, nI> ~ Z.EtdoncI? ~ I puisque I'on peut
n n——+oo 2 n n—4o0o 2n
diviser dans les relations d'équivalences. Et comme on peut élever aussi a une puissance réelle avec des suites a termes
strictement positifs (et c’est le cas), on obtient donc



13. La suite (I2,,) est une sous-suite de la suite (I,,) et on a un équivalent de la suite (I,,). On en déduit donc un

équivalent de la suite (I2;,) :
I T 1\/?
2ot Van — 2V

OrVn €N, I, = g% d'apreés la question Et a la fin de la partie | dans la question , on a montré que

nl ~ Cyn (Z)n

n— 400
On en déduit donc
2n
; w OVon (%)
2n n—too 2 92n (C\/ﬁ (%)n)Q

_mCV 2n(2n)2" e

) 22n(12nn2ne2n
T

CV2n

Par transitivité de la relation d’équivalence, on a donc
1 /m s
2 n n—+oo C, /2n
T 2
C ~ ——
n—-+o0o \/i ﬁ
Mais comme les deux c6tés sont des constantes, en passant a la limite et en utilisant I'unicité de la limite (par exemple),

on a
C=+V2r

Et on a fini (a 3 question preés) la démo de I'équivalent de Stirling!'!

Ce qui nous amene facilement a

= V2T

14. Application :

n!
Oén—m

~ A (n/e)"V2mn

n—-+oo ’]’Ln

V2™
~ — 0

n—+oo N n—+o0o

par croissance comparée. Et

~ L (njey@mn)

n—+oco NN

2\n
(2mn)(n/e”) P~ +o0

n——+oo

Probléme 2 (Deux groupes isomorphes) :



1. Un produit semi-direct
Soit G = R* x R. On pose

V(z,y), (@ y) € G, (z,y) (2", y) = (xz,y + zy).

(a) Soit (z,y), (¢/,y') € G. Alors, x,2' € R*. Et donc zz’ € R* puisque (R*, x) est un groupe. De plus, (R, +, x)
un anneau, donc y + zy’ € R. Et donc (z2/,y + x¢') € R* x R = G. Donc (z,y) * (2',4") € G. Donc * est une LCI
sur G.

Soit (a,b) € G. On résout

V(z,y) € G, (a,b) x (z,y) = (z,y) < V(z,y) € G, (ax,b+ay) = (z,y)

= (a,b) =(1,0) r=1y=0
Puis on vérifie :
(z,y) % (1,0) = (z,y + 2 x 0) = (z,y)
T G,
Y€ {(1,0)*(w,y)=(w,0+1><y)=(w,y)

Donc, par définition, (1,0) est élément neutre de .

(b) = est une LCl avec élément neutre sur G. Il reste 3 montrer qu'elle est associative et que tout élément de G
est inversible pour x. On ne peut pas utiliser la caractérisation des sous-groupes car la loi utilisé n'est pas la loi naturel
sur R. Ce n'est donc pas un groupe produit.

Soit (a,b), (c,d), (e, f) € G. Alors

((a,b) x (c,d)) % (e, f) = (ac,b+ ad) * (e, f) def
= ((ac)e, (b + ad) + (ac)f) def x
= (ace, b+ ad + acf) asso + dans R
= (ace,b+a(d + cf)) distributivité de x sur +
= (a,b) * (ce,d + cf) def x
= (a,0)  ((¢,d) * (e, f)) def
Donc * est associative.
De plus, si (z,y) € G, alors
(l‘,y) * (77_7) = (l’ X —y+aX (_7)) - (170)

Et
1 vy 1 y 1
- = — (— —_ = —_ = 1
(=) x(@y) = xa,—— 4+ —*y) =(1,0)

Or (1,0) est élément neutre de . Donc, par définition, (z,y) € G est inversible et (z,y)™' = (1, -1).

Donc (G, *) est un groupe (x est une LCl sur G, associative, avec un élément neutre et pour lequel tout élément
est inversible).

En revanche,
(2,1)#(1,2) = (2,1+4) = (2,5) et (1,2)%(2,1)=(2,2+1) = (2,3)
Donc (2,1) * (1,2) # (1,2) * (2,1) et donc * n'est pas commutative.
(c) Soit H=TR* x {0} et K = {1} x R. Alors, par définition, H, K C R* x R = G.
De plus, (1,0) € H. Soit h,h’ € H. Donc 3z, z’ € R* tel que h = (z,0) et b’ = (2/,0). Alors

hxh' ™1 = (z,0) % (2,0)7!
= (z,0) * (1/2',0) def inverse pour x*
1
= (m X ,,O) def
x



X
== (/, 0) S H
x
Donc, par caractérisation des sou-groupes, H est un sous-groupe de G.

De méme, (1,0) € {1} x R = K. Soit k,k’ € K. Donc Jy,y’ € R tel que k = (1,y) et k' = (1,%/). Alors

kx k™t = (1,y) « (1,y/)7!

1 /
= (Ly) * 1771 > def inverse pour x
= (Ly) * (1)
=(l,y—vy)eK.

Donc, par caractérisation des sou-groupes, K est un sous-groupe de (G, *).

2. Les transformations affines de R
On note S(R) les bijections de R dans R.

(a) Idg € S(R). Et par définition de Idg, Vf € S(R), foldgr = Idgr of = f. Donc Idg est un élément neutre pour

On sait déja que o est associative dans F (R, R). Donc o est associative sur S(R) car S(R) C F(R,R).

Par ailleurs, on sait aussi que o est une LCl sur S(R) (la composée de deux bijections est une bijection).

Par définition de S(R) et par caractérisation de la bijectivité, toute fonction de S(R) est inversible pour o (Vf €
S(R), f est bijective, donc Vf € S(R), 3g € S(R), fog=go f =1dg).

Donc, par définition, (S(R), o) est une groupe.

(b) Par définition, Aff(R) C S(R).

Clairement, Vz,y € R, Vt € R, Idg(tx + (1 —t)y) =tz + (1 —t)y = t Idg(z) + (1 — t) Idr (). Donc Idgr € Aff(R).

Soit f,g € Aff(R). Alors

Vo,y,t €R, (fog)(te + (1 —t)y) = flg(tz + (1 —ty))) def o
= ftg(z) + (1 = t)g(y)) car g € Aff(R)
=tf(g(x)) + (1 —1)f(9(y)) car f € Aff(R)
=t(fog)(@)+ (1 —1)(fog)(y) def o

Donc, par définition de Aff(R), fog € Aff(R).
Soit f € Aff(R). Soit z,y,t € R. f est bijection donc Ja,b € R tel que = = f(a) et y = f(b). Et donc

F k4 (1= ) = £ (@) + (L= 1) (5) def a,b
= Y f(ta + (1 —t)b)) car f € Aff(R)
=ta+ (1 —1t)b

=t/ @)+ (1 -0)f ().
Donc f~! € Aff(R).

Donc, par caractérisation des sous-groupes, Aff(IR) est un sous-groupe de (S(R), o).
3. Un isomorphisme
On note Va,b € R, fop 1z — ax + 0.

(a) Soit a,b € R. Alors

Vz,y,t € R, fop(tex+ (1 —1t)y) =altz+ (1 —-1t)y)+b def fop
=atex+ (1 —t)ay+ (t+ (1 —1))b
=t(ax +b) + (1 —t)(ay + b) (R, 4+, x) anneau commutatif
= tfap(x) + (1 = 1) fap(y) def fop



Donc f, est affine.
Il et facile de vérifier que f,; est bijective si, et seulement si, a # 0. En effet, si a # 0, alors

Vr € R, fa,b o f%7_§($) = fa,b(x/a - b/a) fl/a,—b/a © fa,b(x) = fa,b(x)/a - b/a’
=a(x/a—bjla)+b = (ax +b)/a—b/a
=z =X

Donc fap© f1/a,—b/a = f1/a,~b/a © fap = 1dr. Et fop est une fonction constante, donc en particulier non injective, donc
non bijective. Donc f, 5 inversible si, et seulement si, a # 0.

(b) Soit
Jap G — Afi(R)
(CL, b) = fa,b
Alors
Y(a,b),(c,d) € G, Vx € R, F((a,b) * (¢,d))(x) = F((ac,b+ ad))(x) def x*
= facb+ad(T) def F
=acr +b+ad def focptad
=alcx+d)+0b (R, +, x) anneau
=afeq(r)+b def feq
= fap(fea(x)) def fop
= (fab o fea) (@) def o
= (F(a,b) o F(c,d))(x) def F

Donc, par définition de I'égalité entre applications, V(a,b), (¢,d) € G, F((a,b) * (¢,d)) = F(a,b) o F(c,d).
Donc F': (G, *) — (Aff(R),0) est un morphisme de groupe.
(c) On pose
CAff(R) — G
T e ()= 0),£(0)

Vérifions d'abord que cette application est bien définie. Soit f € Aff(R). Alors f est bijective, par définition de Aff(R).
En particulier, f est injective. Or 1 # 0, donc f(1) # f(0). Donc f(1) — f(0) € R*. Donc ¢(f) € R* x R = G. Donc
@ est bien définie.

Soit g € Aff(R) et x € R. Alors . = x x 1 + (1 — x) x 0. Donc, par définition de Aff(R),

g9(x) = gz x 14+ (1 —x) x 0) = zg(1) + (1 — 2)g(0) = (9(1) — 9(0)z + 9(0) = fg(1)~g(0).9(0) (*)-

Donc, par définition de I'égalité entre applications, g = fy(1)—¢(0),9(0)- Autrement dit

Vg € AfE(R), Fop(g) = F(g9(1) —g(0),9(0)) = f4(1)-g(0),900) = -

donc F o ¢ = Idagw)-
Et
V(a,b) € G, o F(a,b) = ¢(fap) = (fap(1) = fap(0), fap(0)) = (a +b—b,b) = (a,b).
Donc p o F' = Idg.
Donc par caractérisation de la bijectivité, F' est bijective et F~1 = ¢.
Or F' est morphisme de groupes. Donc F' : (G, *) — (Aff(R), o) est un isomorphisme de groupes.

Supposons (AH(R),O abélien. Soit (a,b), (¢,d) € G. Soit f = F(a,b) et g = F(c,d). Donc (a,b) = F71(f) =
o(f) et (c,d) = F~1(g) = ¢(g). Alors

(a,b) * (¢,d) = F7L(f) » F~Y(g) F bijective
= Fﬁl(f °g) car F' morphisme



Fl(gof) Aff(R) abélien par hypothése
F (g« F7L(f) F morphisme
= (¢, d) * (a,b)

Donc G abélien. Or G n'est pas abélien d’aprés la question [Ib] On a donc une contradiction. Donc (Aff(R), o) n'est
pas abélien.

4. Les automorphismes intérieurs de G
(a) Soit g € G et ¢, : G — G définie par Vh € G, @4(h) = g* h* g~ L.

Alors
Vh, i € G, og(hxh) =g (hxh)xg™? def @,
=gxhx(1,0)%h xg " associativité et neutre de G
=gxhx(gtxg)xh xg ! neutre de GG
= (gxhxg Hx(gxh' xg™ 1) associativité
= pg(h) * pg(h') def ¢4
Donc, par définition, ¢4 est un morphisme de groupes.
Puis
Vh e G, (pgopg1)(h) =g+ (pg1(h)xg~" def ¢,
=gx (g xhx(g7) ) xg™ def -1
= (g * gil) x ho* (g * gil) associativité et involution du passage a |'inverse
=h
Donc ¢g 0 ¢ -1 = Idg.
De méme,
Vh € G, Pg-10 wq(h) = g_1 * g (h) * (g_l)_1 def Pg-1
=g 1« (g * hx gfl) * g def o4 et involution du passage a l'inverse
=(gtxg)xhx* (g xg) associativité
=h

Donc Pg—10Pg = Idg.
Donc, par caractérisation de la bijectivité, ¢, est bijective et cpg_l = Pg-1.
(b) Soit a € R. Donc (1,a) € {1} x R = K. Soit g = (z,y) € G. Alors

1

pg((1,a)) =g=(1,a) x g~ def g
= (2,9) * (1,0) * (1/z, ~y/2) S
= (z,y) * (1/z,a — ay/x) def
= (z/z,y + x(a — ay/x)) def

=1,y + za — ay)

Donc Vg € G, V(1,a) € K, ¢4((1,a)) € K. Donc Vg € G, p4(K) C K. Donc K est stable par ¢,.
Soit a € R*. Alors (a,0) € H = R* x {0}. Soit (z,y) € G. Alors

Sp(m,y)((aa O)) = (IL‘, y) * (CL, O) * ($a y)_l def P(z,y)
= (za,y) * (1/x,—y/x) def x et inverse
= (CL, Yy — ya)

En particulier, si y # 0 et a # 1, alors Vo € R*, ¢, ,((a,0)) = (a,y(1 —a)) ¢ R* x {0} = H. Plus précisément,
©1,2)(2,0) = (2,—2) ¢ H. Donc H n’est pas toujours stable par les automorphismes intérieurs. Autrement dit, 3g € G
tel que p,(H) ¢ H.

On note Vg € G, ¢4 : K — K I'endomorphisme de K induit par ¢, (puisque K est stable par ¢,).
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(c) Soit
o H — Aut(K)
"h ©Oh

Tout d'abord, Vg € G, K est stable par ¢4. Donc Vg € G, @4 est bien définie. De plus, Vg € G, ¢, est un morphisme
de groupe. Donc Vg € G, g4 est un morphisme de groupe. Donc Vg € G, @, est un endomorphisme de K. De plus,
Vg € G, @4 est bijective (cf. Donc Vg € G, @4 est bijective. Donc Vg € G, g4 est un automorphisme de K. Donc
Vg € G, pg € Aut(K). Donc ® est bien définie.

Commengons par un petit calcul préalable général :

Vg, h € G, Vz € G, pgopn(x) =g (hxzxh )xg " def o, ©g,on

=(gxh)xxx*(gxh)™? associativité et inverse d'un produit

= ng*h(l‘)‘

Donc, par égalité entre applications, Vg, h € G, ¢4 0 @, = Qgsh-
Soit h,h' € H. Alors

(h* ') = Qrary def @
= Wmh/ cf au-dessus
= Qh o P

— ®(h) o B(H)

Donc ® est un morphisme de groupe.
(d) Soit h € H. Donc Ja € R« tel que h = (a,0) par définition de H. Etudions le noyau de ®.

h € ker(®) «<— ®(h) =Idg def ker(®)
— ¢ =1dg def &
< Vke K, pp(k)=k def égalité entre applications
— VkeK, hxkxh ' =k def &y,
<— Vke K, hxk=kxh
< VzeR, (a,0)*(1,2) = (1,2) * (a,0) def K
< Vz €R, (a,ax) = (a,x) def *
<— VzeR, ax == égalité dans un produit cartésien
— a=1 prendre t =1 <= h = (1,0) defh

D'ou ker(®) = {(1,0)}. Or (1,0) est I'élément neutre de G, donc de H. Donc, par caractérisation de I'injectivité par
le noyau, ® est injective.
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