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Le devoir dure 4h.

La qualité de la rédaction et de la présentation seront prises en compte dans la notation. On prendra bien garde
a la justesse et la précision des justifications.

Si un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il I'identifiera clairement sur la copie et
explicitera les décisions qu'il sera amené a prendre.

La calculatrice n'est pas autorisée.

Le sujet comporte[Z pages.

Probléme 1 (Algébre : Autour des pseudo-inverses (Tiré de Aggro-Veto A 2016)) :

Le but de ce probléeme est de généraliser la notion d'inverse d'un endomorphisme en dimension finie.
Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul fixé.
Soit f € L(R™). f est dite pseudo-inversible si

fog=gof
g € LR™), { fogof=f (1)
gofog=gyg

On dit alors que g est une pseudo-inverse de f.

Partie A : Un exemple

On pose

R - R3

x,y,2) — (x—y+32,2c—2y+2z,x—y+2)
A.1 Montrer que f est linéaire.

A.2 Déterminer une base de ker(f), de Im(f) et rg(f).

A.3 Montrer que ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans R3.

A.4 Calculer f2.

A.5 Déterminer rg(f?).

A.6 On pose g : (z,y,2) — (%Jf?’ﬁx —y+ 2, :c—12/+z)_
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(a) Montrer que g est linéaire.
(b) Montrer que g est le pseudo-inverse de f.

Partie B : Premiéres propriétés

B.1 Soit f € L(R") pseudo-inversible. Soit g1, g2 € L(R"™) deux pseudo-inverses de f. Montrer que fog; = fogs
et en déduire que g1 = go.
Ainsi, un endomorphisme pseudo-inversible admet un unique pseudo-inverse, appelé le pseudo-inverse
de f et notée f*.
B.2 Quelques exemples.
(a) Montrer que tout endomorphisme de R inversible est pseudo-inversible et déterminer son pseudo-
inverse.
(b) Soit f € L(R") telle que f? = f. Montrer que f est pseudo-inversible et déterminer son pseudo-
inverse.
(c) Soit u € L(R™) pseudo-inversible. On suppose que u est nilpotent, c'est-a-dire qu'il existe p > 2 tel
que uP? = 0 et uP~1 £ 0.
i. Montrer que Vk € N avec k > 2, u* o uf = uF~1.
ii. Aboutir a une contradiction et conclure.
B.3 Soit f € L(R™). On suppose f pseudo-inversible.
(a) Montrer que Im(f) = Im(f*).
(b) Montrer que ker(f) = ker(f*).
(c) Calculer (f o f*)2. Que peut-on en déduire pour f o f*?

Partie C : Une caractérisation en dimension finie

Soit f € L(R™). Le but de cette partie est de montrer
f pseudo-inversible <= rg(f) = rg(f?).

C.1 On suppose que f est pseudo-inversible et on introduit f* le pseudo-inverse de f.
(a) Montrer que f*o f2 = f et que f20 f* = f.
(b) Montrer que ker(f) NIm(f) = {0}.
(c) Montrer que R™ = ker(f) @ Im(f).
(d) Montrer également que rg(f) = rg(f?).
C.2 Dans cette question, on suppose rg(f) = rg(f2).
(a) Montrer que Im(f) = Im(f?).
(b) Justifier que ker(f) = ker(f?).
(c) i. Soit z € R™. Montrer qu'il existe y € R" tel que z — f(y) € ker(f).
ii. En déduire que R™ = ker(f) + Im(f).
iii. Montrer que ker(f) et Im(f) sont supplémentaires.
iv. Soit x € R™. Montrer qu'il existe y € Im(f) tel que x — f(y) € ker(f).
v. Soit z € R™. Montrer alors I'unicité de y € Im(f) tel que = — f(y) € ker(f).
(d) On définit I'application fy : Im(f) — Im(f) par fo(z) = f(z).
i. Montrer que fy est un automorphisme de Im(f).
ii. On définit g : R™ — R"™ par g(z) = (fo)~!(z2) ot (w1, 22) est I'unique couple de ker(f) x Im(f)
tel que x = x1 + x2. Montrer que g est linéaire.
iii. Montrer que g est le pseudo-inverse de f.



