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Probléeme 1 (Algébre : Autour des pseudo-inverses) :

Partie A : Un exemple
Soit
I R - R3
(z,y,2) = (r—y+322r—-2y+2z,x—y+z2)

A1 Soit (z,y,2), (z',y,2') € R3, X € R. Alors :

f\@,y,2) + (2,9, 7))
=fOxz+2  y+y, Az +2) def opé R?
:((/\x +2) = Oy +y) +302+2), 202 +2') =20y + ) + 202+ ), D + 1) — Dy +4) + (A2 + z’)) def f
:()\(x —y+32)+ (' —y +32),A\2x — 2y +22) + (22" — 2y + 22"\ Nz —y+2)+ (' — ¢ + z’)) R ann comm
=Nz —y+32,2r —2y+2z,0—y+2)+ (&' —y +32,20" — 2/ + 22 2" — o/ + 7)) def opé R?
=Af(z,y,2) + f(@',y/, )

Donc, par définition, f € L(R3).

A.2 |l est facile de voir que f(1, 1,0) = 0. Donc Vect(1,1,0) C ker(f) par linéarité de f. Donc dim(ker(f )) 1.
Et donc, par théoréme du rang, rg(f) = dim(R3) — dim(ker(f)) < 2. Or £(1,0,0) = (1,2,1) et £(0,0,1) = (3,2, 1).
Soit A\, € R.
A1, 2,1) + u(3,2,1) =0 <= (A +3u, 2\ +2u, A+ p) =0 def opé R?
A+3p=0
R = liberté base canonique R?
A+p=0
{ L1 — L1 — L2
= A=

Donc la famille ((1,2,1),(3,2,1)) est libre. Donc rg(f) > 2. Donc rg(f) = 2. Et donc, par caractérisation des bases
en dimension finie, ((1,2,1),(3,2,1)) est une base de Im(f).

De plus, par théoréeme du rang, dim(ker(f)) = 3 —rg(f) = 1. Or (1,1,0) € ker(f) et (1,1,0) # 0. Donc
ker(f) = Vect((1,1,0)) et ((1,1,0)) est une base de ker(f).



A.3 Soit A\, 4,y € R.

M1, 2,1) 4+ p1(3,2,1) +9(1,1,0) =0 <= A+3u+722+2u+v, A +p) =0 opé R?
A+3u+~v=0
— (2A+2u+v=0 liberté base canonique R?
A+pu=0
2u+~v=0 Ly<+ Ly —Ls
<~ =0 Lo+ Lo—2L3
A+ pu=0

— A=p=7v=0
Donc la famille ((1,2,1), (3,2,1),(1,1,0)) est libre. Donc, par caractérisation des bases en dimension finie, ((1,2,1), (3,2, 1), (1
est une base de R3. Donc
R? = Veet((1,2,1), (3,2,1), (1,1,0)) = Veet((1,2, 1), (3,2,1)) & Vect((1, 1,0)) = Tm(f) & ker().

Donc ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans R3.
A.4 Soit (z,y,z) € R3.

Az, y,2) = flx —y+ 32,20 — 2y + 22,2 —y + 2) def f
= ((m—y+32)—(2x—2y+2z)+3(:c—y+z),
2@ —y+32) =22 —2y+22)+2(x —y+2), def f
(x—y+3z)—(2x—2y+2z)+(m—y+z))
= (20 — 2y +4z2,4z2,2z)
Donc

R3
(20 — 2y +42,42,22)

R?)

2.
P (@,y,2)

_>
|_>
A.5 On a donc

Im(f?) = Vect(f*(1,0,0), £*(0,1,0), £%(0,0,1))
= VeCt( 27 07 0)? (_2> 07 O)’ (47 4> 2))
= Vect((1,0,0), (1,1,2)) substitution et élimination

—~~

Or il est assez clair que ((1,0,0),(1,1,2)) est libre (systeme facile a résoudre). Donc ((1,0,0),(1,1,2)) est une base
de Im(f?). Et donc, par définition de la dimension, rg(f?) = 2 = rg(f).

A.6 On pose g : (z,y,2) — (“yTW,x —— m—g—i—z).

(a) Alors g = 3 f. Or L(R?) est un R-ev. Donc g € L(R?).
(b) On commence par calculer f3 : Soit (z,y, z) € R3.

3 (x,y,2) = f(2x — 2y + 42,42, 22)
= ((2x — 2y +4z) — 42 + 62,22z — 2y + 42) — 8z + 4z, (2x — 2y + 42) — 4z + 22) def f
= (2z — 2y + 3z,4x — 4y + 4z, 2x — 2y + 22)
=2f(2,y,2)
Donc fogof=131f3=f Etgofog=1f3=13f=g Etenfingof=1f%= fog, par linéarité 2 droite et 3
gauche de la composition.
Donc, par définition, g est le pseudo-inverse de f.



Partie B : Définition, premiéres propriétés

B.1 Soit f € L(R™) pseudo-inversible. Soit g1, g2 € L(R™) deux pseudo-inverses de f. Alors

(fegaof)om
= (fog2)o(fog)
= (920 f)o(g1of)

Ogl

et donc

gi=g1ofoq
=g1o(foq)
=g10(foge)

D’ou I'unicité du pseudo-inverse, s'il existe.

B.2 Quelques exemples.

go pseudo-inverse de f
associativité

commutativité des pseudo-inverses
associativité

pseudo-inverse

commutativité des pseudo-inverses

pseudo-inverse

associativité

car fogr=fog
associativité

commutativité pseudo-inverses
car fogi=fog
commutativité pseudo-inverses

(a) Soit f € GL(R™). Alors, par définition de l'inverse, fo f~' =1Idgn = flof.Et flofof ! =Idgnof! =
f~let foflof=foldrn = f. Donc f est pseudo-inversible et f* = 1.

(b) Soit f € L(R") telle que f2 = f. Alors f3 = fo f? =
(c) Soit u € L(R™) pseudo-inversible et nilpotent.
i. Ona:

Yk > 2, u* ouf = (u* ou)ouf!

= (uou*)ouk!

=(uou” ou)ouk*2

_ k1

. Soit p I'indice de nilpotence de u. Donc u? = 0 et u?~! # 0. Alors 0 = u* o u? = uP~! # 0. Donc &

endomorphlsme nilpotent n'est pas pseudo-inversible.
B.3 Soit f € L(R™). On suppose f pseudo-inversible.

(a) Onadonc fo f*=f*ofetffofof =f*etfof o

f*o f2=f. Dot Im(f)=TIm(f*o f2) C Im(f*).
De méme, la commutativité nous fournit f o (f*)
D'oul I'on déduit Im(f) = Im(f*).

f2

associativité
comm pseudo-inverse
associativité

pseudo-inverse

2 = f* et donc Im(f*) = Im(f o (f*)?) C Im().

f. Donc f est pseudo-inversible et f* = f.

. Donc un

f = f. Par commutativité, on en déduit donc aussi

(b) D'aprés la question précédente et le théoréme du rang, on a dim(ker(f)) = n —rg(f) = n — rg(f*) =

dim(ker(f*)).

Et aussi ker(f*) C ker(f2? o f*) = ker(f o f* o f) = ker(f) par commutativité et pseudo-inversibilité.

D'ou ker(f) = ker(f*).
(c) Enfin,

(fof)?=fofofof

def



=(foffof)of” associativité
=fof”

Donc f o f* est un projecteur, par caractérisation des projecteurs.

Partie C : Une caractérisation en dimension finie

Soit f € L(R™).
C.1 On suppose f pseudo-inversible.

(a) En particulier, f et f* commutent. Donc

f=foffof f=fofof
=(fof)of =fo(ffof) associativité
=(ffof)of =fo(folf") commutativité
:f*of2 :fQOf*

(b) Soit = € ker(f) NIm(f). Alors Jy € R” tel que = = f(y) (par définition de Im(f)). Donc 0 = f(x) = f2(y).
En composant par f*, on a alors 0 = f*(0) = f* o f2(y) = f(y) = . D'ot ker(f) N Im(f) c {0}.

Mais ker(f) et Im(f) sont des sev de R™. Donc 0 € ker(f) N Im(f), donc ker(f) NIm(f) = {0}.

(c) D’aprés la question précédente, on a ker(f) NIm(f) = {0}. Or, par théoréme du rang, dim(ker(f)) +rg(f) =
dim(R"™) = n. Donc, par caractérisation des supplémentaires en dimension finie, ker(f) et Im(f) sont supplémentaires
dans R", i.e. R™ = ker(f) & Im(f).

(d) Ona f = f2o f* Donc 1g(f) = ra(f? o f*) < rg(f?). Et aussi ra(f?) = rg(f o ) < ra(f). D'oi, par
antisymétrie de la relation d’ordre, rg(f) = rg(f?).

C.2 On suppose rg(f) = rg(f?).

(3) On o () (1) (er Im(f%) = (%) = fF(RY) C (&) = Im(f). O re(f) = r(*): Done
dim(Im(f)) = dim(Im(f?)). Donc Im(f) = Im(f?).

(b) Si x € ker(f), alors f2(x) = f(f(x)) = f(0) = 0. Donc z € ker(f). Donc ker(f) C ker(f?). D'autre part, par
théoréme du rang, dim(ker(f)) = n —rg(f) = n — rg(f?) = dim(ker(f2)). Donc ker(f) = ker(f?).

(c) i. Ona f(z) € Im(f). Or Im(f) = Im(f2) d'apres[C.2a] Donc Jy € R™ tel que f(x) = f2(y). Par linéarité,
on en déduit f(x — f(y)) = 0. Donc, par définition, x — f(y) € ker(f). Donc Jy € R" tel que z — f(y) € ker(f).

ii. On pose z = o — f(y) € ker(f). Alors z = f(y) + z et f(y) € Im(f) par définition et z € ker(f) d'aprés la
question précédente. Donc, par définition, z € Im(f) + ker(f). D'ot R™ C Im(f) + ker(f).

Mais ker(f) et Im(f) sont des sevs de R"™, donc Im(f) + ker(f) est un sev de R™ et donc Im(f) + ker(f) C R™.

Dot R™ = ker(f) + Im(f).

iii. D'aprés la question précédente, R"™ = ker(f) + Im(f). Mais par théoréme du rang, dim(ker(f)) + rg(f) =
dim(R™), donc, par caractérisation des supplémentaires en dimension fini, R™ = ker(f) @ Im(f) et donc ker(f) et
Im(f) sont supplémentaires.

iv. Soit x € R™. D'apres la question , Jy € R" tel que z— f(y) € ker(f). Mais d’apres la question précédente,

R™ = ker(f) & Im(f). Donc 3(yo, y1) € ker(f) x Im(f) tel que y = yo +y1. Alors f(y) = f(yo) + f(y1) = f(y1), par
linéarité. Donc x — f(y) = = — f(y1) € ker(f).

Dot Jy; € Im(f) tel que x — f(y1) € ker(f).

v. Soit € R™. Supposons Jy1,y2 € Im(f) tel que = — f(y1) € ker(f) et x — f(y2) € ker(f). Alors, par structure
d'ev de ker(f), f(y1) — f(y2) = (x — f(y2)) — (x — f(y1)) € ker(f). Par linéarité, on en déduit f(y1 — y2) € ker(f).
Donc f2(y1 — y2) = 0. Donc y1 — y2 € ker(f2).

Or ker(f?) = ker(f) d’aprés. Donc y; — y2 € ker(f). Mais, par définition, y1,y2 € Im(f). Donc, par structure
d’ev de Im(f), on a y1 — y2 € Im(f). Finalement, y; — y2 € ker(f) NIm(f).

Mais, d’apreés [C.2(c)iii, ker(f) NIm(f) = {0}. Donc y1 = yo. D’ou I'unicité.

(d) On définit fo : Im(f) — Im(f) par fo(z) = f(z).



i. On notera que fj est bien définie car Vz € Im(f), f(z) € Im(f).

Par ailleurs, fy hérite de la linéarité de f : Va,y € R", YA € R, Az +y € Im(f) car Im(f) est un sev de R” et
fodx+y) = f(Ax+y) = Mf(x)+ f(y) = Mfo(x)+ fo(y) par définition de fy. Donc fj est linéaire. Donc fo € L(Im(f)).

Soit € Im(f) tel que fo(x) = 0. Alors, par définition de fy, f(x) = 0. Donc = € ker(f). Mais par définition,
z € Im(f). Donc = € ker(f) NIm(f) = {0} par[C.2(c)iil Donc z = 0. Et donc ker(fy) C {0}. Mais comme f; est

linéaire, on a aussi 0 € ker(fp) et donc ker(fy) = {0}.

Finalement, par théoréme de I'isomorphisme (car Im(f) est un ev de dimension finie en tant que sev d'un ev de
dimension finie), fo € GL(Im(f)).

ii. On définit g : R™ — R™ définie par g(z) = (fo) (z2) ot (z1,72) € ker(f) x Im(f) tel que z = 21 + a9 (cf
G}

Soit z,y € R™ et A € R. On pose (x1,x2), (y1,y2) € ker(f) x Im(f) tels que x = z1 + x2 et y = y1 + y2. Alors
Ax+y = (Ar1 4+ y1) + (Az2 + y2) avec Axy + y1 € ker(f) et Axa + y2 € Im(f). Donc (Ax1 + y1, Aze + y2) est la
décomposition de A\x + y dans ker(f) @ Im(f), qui est unique.

Donc, par définition de g, g(Az +y) = (fo) L Az2 +y2) = M(fo) " H(z2) + (fo) "L(y2) car fj est linéaire et bijective,
donc (fo)~! est aussi linéaire. D'ot g(Ax + y) = Ag(x) + g(y). Donc g est linéaire.

iii. Soit x € R™. Soit (z1,x2) € ker(f) x Im(f) tel que © = 21 + 2. Alors

fog(x)=fo(fo) " (z2)
= foo (fo) (z2) par def fy et (fo) ' (x2) € Im(f)

= Z2.

De plus, on a f(x) = f(x1) + f(x2) = f(x2) € Im(f). Donc la décomposition de f(z2) dans la somme directe
ker(f) @ Im(f) est (0, f(x2)). Donc

go f(x) =g(f(z2)) linéarité de f et def z;
= (fo) "' (fo(a2)) car 3 € Im(f)
= X9.

Donc fog=go f. Donc f et g commutent.

De plus,
fogof(xz)= f(go f(x)) associativité
= f(z2) cf calcul précédent
= f(z)
et
gofog(z)=g(fog(x)) associativité
= 9($2
= g(x) par def ¢

Donc fogof=/fetgofog=y.
D'ou g est le pseudo-inverse de f.



