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Interrogation 14
Dérivabilité
Correction
Exercice 1 :

Donner les définitions ou énoncés précis suivants avec quantificateurs et rédaction :

1. Définition de la dérivabilité.

Soit f: I — C, a € I. On dit que f est dérivable en
a si limg,_., % existe et est finie. Dans ce cas, on
note f’(a) la valeur de cette limite et f'(a) est le nombre

dérivée de f en a.

2. Définition d'une fonction lipschitzienne.

Soit f : I — R. On dit que f est lipschitzienne si 3A > 0
tel que Vz,y € I, [f(z) — f(y)| < Az —yl.
3. Théoreme de Rolle.

Soit a,b € R, a < b, f € C%([a,b],R)ND!(]a,
que f(a) = f(b). Alors Fc €la, b[ tel que f'(c
4. Théoreme des accroissements finis.

Soit a,b € R, a < b, f € C%Ja,b],R) N D(Ja,b[,R).

Alors Jc €]a, b], f'(c) = W

b, R) telle
) =0.

Exercice 2 :

5. Inégalités des accroissements finis.

Soit f € DY(I,R). Si 3m, M > 0 tel que Vo € I, m <
f(z) < M, alors Ya,b € I, a < b, m(b—a) < f(b) —
fla) < M(b—a).

6. Définition d'une fonction convexe.

Soit f : I — R. On dit que f est convexe sur I, siVz,y €
I, vt e[0,1], f(te+ (1 —t)y) < tf(x) + (1 —1)f(y).
7. Théoreme de recherche d'extremums.

Soit f € DY(Ja,b[,R) et ¢ €]a,b[. Si f admet un extre-
mum en ¢, alors f'(¢) = 0.

8. Inégalité de Jensen.

Soit f : I — R convexe. Alors Vxq,..
VAL ..y A €10,1] tel que Yo7 Mg =1,

f (Z /\kﬂfk> < i Akt (k).
k=1

k=1

LT, €1,

Soit f : R* — R définie par f(0) =0 et Vo #0, f(x) = ¢~ . Etudier fenO.

x —€ C®(R* R) et exp € C®°(R,R), donc f € C>®(R*,R) par composition. De plus, :%2

f(x) — 0 = f(0). Donc f est continue en 0.
—
Donc f € CO(R,R) N D! (R*,R). Or

—— 400, donc
x—0

Vr € R*’ f/(fl:') — %6—1/$2 — 2(1/%2)3/26_1/372.

X

Par croissance comparée, y%/2e¥ —— 0. Donc f’(z) — 0.
Y—r—00 z—0

Donc, par théoréme satanique, f est dérivable en 0 et f/(0) = 0. Or f’ continue sur R*, donc f'(z) —— f’(0).

Donc f’ continue en 0. Donc f € C'(R,R).

z—0



