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Interrogation 17
Polynomes 2
Correction

Exercice 1 :

Donner les définitions ou énoncés précis suivants avec quantificateurs et rédaction :

1. Définition d'un polynéme scindé.

Un polyndme est dit scindé s'il peut s'écrire comme le
produit de polyndmes de degré 1, iie. P € K[X] est
scindé si il existe A € K*, dz1,...,z, € K tels que
P(X) = AMIp=y (X — ).

2. Caractérisation de la multiplicité par les dérivées.

Soit P € K[X], a € K, m € N. a est une racine de P
de multiplicité m si, et seulement si, P(a) = P'(a) =

—_~— —

...Ptm —1)(a) = 0 et P(™)(a) # 0.

3. Théoreme de D'Alembert-Gauss.

Dans C[X], tout polynéme de degré non nul admet au
moins une racine.

4. Polyndémes irréductibles de R[X].

Les polyndmes irréductibles de R[X| sont les polynémes
de degré 1 et les polyndmes de degré 2 de discriminant
< 0.

5. Définition des polynémes interpolateur de Lagrange.
Soit xg,...,2, € K deux a deux distincts. On définit
les polyn6mes interpolateurs de Lagrange Ly, ..., L, en
xo,- .., Ty par

k€ {0,...,n}, Li(X) =[] =——

im0 Tk — Ti
i#k

6. Relations coefficients/racines (générale).

Soit P(X) = 37 garX* € K[X] un polyndme scindé
de degré n et x1,...,x, ses racines comptées avec mul-
tiplicité. Alors

n n
ka:—an_l, et Hazk: (—l)n@.
k=1 Gn k=1 n

7. Propriétés des polynémes interpolateur de Lagrange.

Soit xg,...,xr, € K deux a deux distincts et Lg, ..., L,
les polyn6mes interpolateurs de Lagrange en xq, ..., x,.
Alors Vk € {0,...,n}, deg(Ly) = n, (Lo,...,Ln) est

une base de K[X] et Vi,j € {0,...,n}, Li(z;) = 0 ;.
8. Caractérisation de la multiplicité par la divisibilité.

Soit P € K[X], a € K, m € N. a est une racine de P
de multiplicité m si, et seulement si, 3Q € K[X] tel que

P(X) = (X — a)"Q(X) et Q(a) #0.

Exercice 2 :
r+y+z=1
Résoudre le systéeme : %—i—%—i—%:l
1 1 1
xfyﬂ‘g—l—yfz 1
Soit z,y,z € C.
r+ay+z=1 r+y+z=1
1,1, 1_ tratyz _
54—54—;—1 < %@;yz—l
1 1 1 tytz _
wtat=1 =1
r+y+z=1
— XY+ T2+ Yz = Y2
xyz =1
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r+yt+z=1
ry+yz+arz=1
ryz =1
x,y, z racines de X3 -X?24+X -1
z,y, z racines de (X2 +1)(X — 1)
x,y, z racines de (X —)(X +i)(X — 1)
(z,y,2) € {(1,7,—1), (1, —1,1), (¢, 1, =), (4,

relations coeff/racines

—i,1),(—=1i,1,7),(—14,4,1)}



