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Interrogation 16
Polynémes 1
Correction

Exercice 1 :

Donner les définitions ou énoncés précis suivants avec quantificateurs et rédaction :

1. Division euclidienne polynomiale.

Soit B € K[X], B # 0. Alors VA € K[X], JI(P,Q) €
K[X]? tel que A= BQ + R, 0 < deg(R) < deg(B).

2. Formule de Taylor polynomiale.

Soit P € K[X], a € K. Alors

00 B(k) (g
k=0 )

3. Définition degré d'un polynéme.

Soit P(X) = >/ a,X™ € K[X]. Si P # 0, on définit
le degré de P, noté deg(P), par deg(P) = max{n €
N, a, # 0}. Et si P =0, alors Vn € N, a,, = 0. Et on
pose deg(P) = —o0.

4. Degré d'une somme de polynomes.

Soit P,Q € K[X]. Alors deg(P + Q) <
max(deg(P),deg(Q)). Et deg(P + Q) =

max(deg(P), deg(Q)) > deg(P) # deg(Q) ou
deg(P) = deg(Q) et coeff dom(P) + coeff dom(Q) # 0.

Exercice 2 :

5. Listes des polyndmes inversibles.

K[X]* = Ko[X] = {P € K[X], deg(P) = 0}.
Les polynémes inversibles de K[X] sont les polyndmes
constants non nuls.

6. Définition d'une racine d’'un polyndme.

Soit P € K[X] et a € K. On dit que a est une racine de
Psi P(a) =0

7. Définition d'une famille de polynémes échelonnée en
degré.

Soit Py,...,P, € K[X]. On dit que la famille de
polynémes (Py,...,P,) est échelonnée en degré si
((deg(Px))o<k<n est strictement croissante.

8. Définition du polynéme dérivé.

Soit P(X) = Y/%aprX* € K[X]. On définit le po-
lynéme dérivée de P, noté P’, par P'(X) = 0 si
deg(P) < 0 et P'(X) = Y% kap X*~1 = 3250 (k +
Dag 1 X" si deg(P) > 1.
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Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne de P,,(X) = X"+ (X +1)"+ (X +2)" par B(X) = X3 - X.

Soit n € N* et Py(X) = X"+ (X +1)"+ (X +2)" et B(X) = X3 — X = X(X2— 1) = X(X — 1)(X + 1).

Alors, par division euclidienne, 3Q;,, R, € K[X] tels que P, = BQ, + R, et 0 < deg(R,) < deg(B) = 3.

__ Donc Hay, by, cn, € R tels que R,(X) = apX? 4+ b, X + c,. Puis, par évaluation, Vz € R, P,(z) = E(:J:)Qn(m) +

Ry, (z). En particulier

1+ 2" = P,(0) =, tR,(0)
1427+ 3" = P,(1)

(=)"+1=P,(-1)

Ra1) -

D'ou le reste de la division euclidienne de P,, par B est :

Ry(X) 3 — 2 4 (1)

:an+bn+cn
Rn(—l) =ap — by + ¢y

n
X2 4

1+2"=¢,
3" =a, + b, Lo+ Lo— 14
(—1)"—2":an—bn L3%L3—L1

142" =¢,
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