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Probléeme 1 (Polynémes de Tchebychev de deuxiéme espéce) :
On pose
U (X)=1
Us(X) =X
Vn € N*, Upia(X) = XUpsq(X) = Un(X).

Partie 1 : Généralités sur les polynomes U,
1. Soit n € N, a € R. Alors

sin((n + 1)a) = Jm(e!+19)
J

n+1
1
=Jm <n - )zk sin(a)® cos(a)"+1_k> Newton

— Z (n _l: 1) i*Lsin(a)® cos(a)"t17F

On pose P, (X) = Z,LE(J) (L) (=1)k(1 — X2)k X2k ¢ R[X]. Alors

sin(na) = sin(a)P,(cos(a)).

Donc, Vn € N, 3P, € R[X] tel que Va € R, sin((n + 1)a) = sin(a)P,(cos(a)).



2. Soit n € N. Supposons qu'il existe P,,Q, € R[X] tels que Va € R, sin((n + 1)a) = sin(a)Py,(cos(a)) =
sin(a)Qn(cos(a)). On a donc Va € R, sin(a)(P, — Qn)(cos(a)) = 0. En particulier,

e

Vz € [—1,1], sin(arccos(x))(P, — Qn)(cos(arccos(x))) = 0.

Et donc, Vz € [-1,1], m(Pn/:/Qn)(x) =0.DouVe]l—1,1], (P, — Qn)(z) = 0. Donc le polynéme P, — Q,
a une infinité de racines distinctes. Et donc P, — ),, = 0. Donc P, = Q.

D’ou I'unicité de la suite de polynémes (P, )nen-

3. OnaVn €N, sin(a)Up(cos(a)) = sin(a) et sin(a)U; (cos(a)) = 2sin(a) cos(a) = sin(2a).

Supposons qu'il existe n € N tel que U,, = P, et Up,41 = Pp+1. Alors

—_—~

Va € R, sin(a)Uyy2(cos(a)) = 2sin(a) cos(a)UnH(cos( )) — sin(a)Uy(cos(a))
= 2cos(a)sin((n + 2)a) —sin((n + 1)a)
= 2cos(a)(sin(a) cos((n + 1)a) + sin((n + 1)a) cos(a)) — sin((n + 1)a)
= sin((n + 1)a)(2cos(a)?® — 1) + 2 cos(a) sin(a) cos((n + 1)a)
= sin((n + 1)a) cos(2a) + sin(2a) cos((n + 1)a)
=sin((n + 1)a + 2a)
sin((n + 3)a)

Donc, par récurrence double, ¥n € N, Va € R, sin(a)U,(cos(a)) = sin((n + 1)a).
Donc la suite de polynémes (Uy)nen vérifie la méme relation que la suite de polynémes (P, )nen de la question [1]
Puis par unicité de la question [2| on en déduit Vn € N, U,, = P,,.

4. On a
Us(X)4X? — 1, Us(X) =8X3 — 4X, Uy(X) =16X* - 12X2 +1.
5. On a déja deg(U,) = n et coeff dom(U,) = 2" pour n € {0,1,2,3,4}. Supposons qu'il existe n € N tel que
deg(Uy,) = n, deg(Uns1) = n + 1, coeff dom(U,,) = 2" et coeff dom(U,41) = 2"+,
Par définition de la suite, on a U,to = 2XU,41 — U,. Donc deg(2XU,) = n+ 2 > n = deg(U,). Donc

deg(Up42) = max(deg(2XUy+1),deg(Uy)) = n + 2. Et par conséquent, coeff dom(Uy,+2) = coeff dom(2XUp,41) =
2 coeff dom (U, 1) = 2"F2.

Donc, par récurrence, Vn € N, deg(Uy,,) = n et coeff dom(U,,) = 2".
6. Par les calculs précédents, on a aussi Uy, Uy, Us, Us, Uy € Z[X].

Supposons qu'il existe n € N tel que Uy, U,y1 € Z[X]. Alors 2XU,,11(X) € Z[X] car Z est un anneau (donc
stable par produit). Et donc Up12(X) = 2XU,+1(X) — Up(X) € Z[X] car Z est stable par addition.

Donc, par récurrence, Yn € N, U, € Z[X].
7. D’apres la question [4] on a Uy, Uz, Uy pairs et Uy, Us impais.
Supposons qu'il existe n € N tels que Uy, pair et Usy,+1 impair. Alors

Usnyo(—X) = =2XUsps1(—X) — Uop(—X) = 2XUzp11(X) — Uzn(X) = Uzpya(X)

Donc Ugy42 est pair. Puis

Uzny3(=X) = —2XUszpq2(—=X) — Uzpy1(—=X) = 2XUzpy2(X) + Uy 1(X) = —Uzpy3(X)

Donc Usy 43 est impair.
Donc, par récurrence, Vn € N, Us, est pair et Usp+1 est impair. Et donc Vn € N, U, est de la méme parité que n.
8. Par parité, on pourrait de se contenter de calculer les (7”(1) Mais faisons les deux d'un coups.
Soit e € {—1,1}. D’ apresl on a Up(e) = (n+1)e" pour n € {0,1,2,3,4}. Supposons alors qu'il existe n € N tel
que Un(g) = (n+ 1)e" et Upp1(e) = (n + 2)e"*+L. Alors

—~— —~— —~

Unt2(e) = 2eUpy1(e) — Uy(e)



=2(n+2)e"? — (n4 1)e" ! HR
=2n+4—-—n-—1)" care? =1
= (n +3)e"t?

Et donc, par récurrence double, Vn € N, Ve € {—1,1}, Up(e) = (n+ 1)e™

9. Soit n € N*. Soit k € {1,...,n}. Alors 0 < 75 < n’fl < % <. Donc sm( 1) # 0. Et donc

—~ km sin(km
Up,(cos( ) = (M) = 0.
n+1 sm(nH)
D’autres part, cos est bijection de [0, 7] sur [—1, 1]. Donc les cos( 7) pour k € {1,...,n} sont deux a deux distincts.

Par conséquent, on vient de trouver n racines dlstlnctes de U,,. Or deg(U ) =n. Donc U, est scindé a racines simples

et toutes ses racines sont les cos(nH) pour k € {1,...,n}.

10. Soit n € N. D’apres la question |1 I Va € R, sin(a)Uy(cos(a)) = sin((n+1)a). Or Va €] —7/2,7/2|, sin(a) # 0.

Donc
sin((n + 1)a).

sin(a)
Or Vz €] — 1,1], arccos(z) €] — 7/2,7/2] et sin(arccos(z)) = V1 — 22 # 0. Et donc

Va €] — 7/2,7/2, Un(cos(a)) =

Vo €] — 1,1], Up(x) = Upn(cos(arccos(z))) = bm(izlz;:c)cil;c(;c;(m)) = sin((n J\r/ll)_i;cos(a:))‘

11. Soit n € N. D’ apresl onaVa €R, sin(a )Un((cos(a)) = sin((n+1)a). Or cos € C®°(R,R) et U, € C(R,R)
car polynomiale. Donc, par composition, U, o cos € C*°(R,R). Et également, a > sin((n + 1)a) € C*(R, R).

Alors, en dérivant, on a
Ya € R, (n+1)cos((n+ 1)a) = cos(a)Up(cos(a)) — sin(a)2U, (cos(a)).
Puis, en dérivant une seconde fois,
Va € R, —(n+1)%sin((n + 1)a) = —sin(a)Uy(cos(a)) — 3sin(a) Cos(a)ﬁ;l(cos(a)) + sin(a)317n”(cos(a)).
Et donc aussi, avec [T}
— —

Va € R, 0= (n? + 2n)sin(a)Uy,(cos(a)) — 3sin(a) cos(a)Uy, (cos(a)) + sin(a)>U, (cos(a)).

Or Va €]0, [, sin(a) # 0 et donc

g 1

Va €]0, 7], 0= n(n+ 2)U,(cos(a)) — 3COS(CL)Un/(COS(a)) + (1 — cos(a)?)U, (cos(a)).
Donc le polyndme n(n + 2)U,(X) — 3X U/ (X) + (1 — X?)U/(X) a un infinité de racines. Et donc
n(n +2)Un(X) = 3XUL(X) + (1 - XU/ (X) = 0.

12. Soit ( n)neN la suite de polynéme de Tchebychev de premiére espece. Soit n € N.

Alors, Ya € R, Tp,(cos(a)) = cos(na). Or a — cos(na) est dérivable et a — T, (cos(a)) également. Donc, par
dérivation,

Va € R, sin(a)T,, (cos(a)) = nsin(na).
En particulier, .
Va € R, sin(a)Ty41 (cos(a)) = (n+ 1) sin((n + 1)a).

Et donc, le polynéme —=T), ., vérifie la relatlonl Or par unicité de la questlonl onal,=—-T

n+1 n+1 n+1-

Partie 2 : Propriétés arithmétiques des polynomes (U,,)



13. Soit n € N*. On a

Va € R, sin(a)2@2(cos(a)) - sin(a)%m(cos(a))ﬁ;:(cos(a))
= sin((n + 1)a)? — sin(na) sin((n + 2)a)

= sin((n + 1)a)? — %(cos(Qa) — cos((2n + 2)a))

= sin((n + 1)a)? — %cos(Qa) + %(1 — 2sin((n + 1)a)?)

1 (2)+1
= ——cos(2a) + =
2 2

= sin(a)?

—~—

—~2 —
Or Va €]0, 7|, sin(a) # 0. Donc Va €]0, 7|, U, (cos(a)) — Uy_1(cos(a))Uy+1(cos(a)) = 1. Donc U2 — Uy 11U, 1 — 1
a une infinité de racines distinctes. Donc U,QL —Upt1Up—1 = 1.

Donc la suite de polynémes (U2 — U, 41U, _1)nen+ est constante égale au polyndme constante égale a 1.

14. Soit n € N*. Soit D € R[X] un diviseur commun de U, et U, 1. Alors D|U2 et D|U,,+1U,,_1. Donc D|(U2 —

Un+1Up—1). Et donc D|1 d'apres la question Donc D est un polyndme constant non nul. Donc les seuls diviseurs
communs de U, et Uy, sont les polyn6mes constants non nuls. Et donc U, et U, 41 sont premiers entre eux.

De plus, Up(X) = 1. Donc Uy et U; sont premiers entre eux.
Donc Vn € N, U, et U, 41 sont premiers entre eux.

15. Soit n € N*. Alors
Un(X)U1(X) = Up—1(X)Up(X) = 2XUp(X) = Up—1(X) = Up+1(X).
Supposons qu'il existe p € N tel que Vn > 1, U,Up41 — Up—1Up = Upqpt1. Alors

Vn e N*, U,Upyo — Up—1Upt1 = Up(2XUpi1 — Up) — Up—1Up41
= (2XU,, — Up—1)Upt1 — UpU,
= n+1Up+1 - UnUp
= Un+2+4p HR

Donc, par récurrence,
VpeN, VYn e N*, Upipr1 = UpUpsp1 — Up—1Up.

16. Soit n € N* et p € N. Posons D = U, A Up. Donc D est un diviseur commun de U,, et U,. En particulier,
D|(U,Ups1 — Uy—1Up). Donc D|Up4pt1. Or D|U,. Donc D est un diviseur commun de Uy4pt1 et Up,. Donc, par
caractérisation des PGCD, D|(Uy4p+1 A Up).

Posons P = Up4p+1 A Up. Alors P|(Upqpt1 + Up—1Up), donc P|(UpUp1). Par ailleurs, U, A Upyq = 1 d'apres
[14 Or P|U,. Donc P AUpy1 = 1. On a donc P|U,Upy1 et P AUpy1 = 1. Donc P|U, par le lemme de Gauss. Par
conséquent, P est un diviseur commun de U, et U,. Donc, par caractérisation des PGCD, P|(U,, A Up).

Finalement, P|D et D|P. Donc D et P sont des polyndmes associés. De plus D et P sont unitaires. Donc D = P.
Donc U, AU, = Up AN Upqpy1.

17. Soit n > 2. D'aprés la question précédente, on a
Uosn NUp, = U(n71)+n+1 ANUp=Up 1 ANU, =1

en utilisant la question [14]
Et U1 AUs = 1 en utilisant la méme question. De plus, Uy = 1. Donc Uy AUy = 1. Et donc Vn € N, U, AUs,, = 1.
18. Soit m,n € N*. D'aprés la question [9}

m

Um(X):2mH <X—COS <mk+7r1)>, Un(X):2”I£[1(X—COS(nT1)>.

k=1




Comme U, et U, sont scindé a racines simples, un pgcd de U, et U, sera scindé a racines simples dont les racines
seront les racines communes de U, et U,,.

Soit donc k € {1,. m} ¢e{l,...,n} tels que cos(nfﬂ) = cos( 7). Or0 < m+1’ n+1 < 7 et cos est injectif
sur [0, 7]. Donc 7511 = n+1 Et donc aussi (n+ 1)k = (m + 1)¢.
Soit d = (n+ 1) A (m + 1). Alors, par caractérisation du pgcd par les entiers premiers entre eux, In’,m’ € N* tels

quen’ Am'=1letn+1=dn’ et m+1=dm'. On adonc dn'k = dm'l. Or d # 0 et Z est intégre. Donc n'k = m’(.
Donc n/|m/¢. Or n’ A'm’ = 1. Donc, par le lemme de Gauss, n/|¢.
Soit ¢ € N tel que £ = gqn’. Alors n’kl = m/¢ = m'n’q. Or n’ # 0. Donc k = m/q.

Et donc
coS < ko ) = cos (qm/ﬂ> = coS (qﬂ) = oS <qn’7r> = coS ( tr )
m+1) dm’ ) d) dn' ) n+1/"

Notons de plus que

OrgeN.Doncqge{l,...,d—1}.

On vient donc de montrer qu’une racine commune de Uy, et U, est de la forme cos (%) avec ¢ € {1,...,d — 1}
etd=(m+1)A(n+1).

Réciproquement, si g € {1,...,d — 1} avecd = (m + 1) A (n + 1), alors

() =eon () =eos (47) = oo () = e (055
cos = cos =cos | — | = cos = coS .
n+1 dn’ d dm/’ m+1

Or gn’ < n et gm’ < m. Donc cos (q:{) et cos (g:ﬁ) sont des racines de U, et U,, respectivement.
Finalement, les racines communes de Uy, et Uy, sont les cos(%yr) avec g € {1,...,d—1} etd = (m+1)A(n+1).

D'ou

d—1 -

U, = X — —1).
m A\ Up 1:[( COS(d))

q=1

Et donc
d—1 -
ngd(Uma Un) = 2d H (X — COS (d)> =Uj 1= U(m+1)/\(n+1)—1
q=1

Partie 3 : Extrema U,

19. 1l y a plusieurs facon de montrer cette relation. Faisons le par récurrence.
On a évidemment V0 € R, |sin(0 x 0)| = 0 < 0 x |sin(#)|. Et bien sir V8 € R, |sin(0)| < |sin(d)|. Pour étre siir,
observons un cran de plus :
VO € R, |sin(20)| = 2|sin(f) cos(8)| < 2|sin(0)]
car VO € R, |cos(0)] < 1.
Supposons qu'il existe n € N tel que V0 € R, |sin(nf)| < n|sin(6)|. Alors

V8 € R, |sin((n+ 1)0)| = |sin(nd) cos(f) + cos(nd) sin()|
< |sin(nf) cos(8)| + | cos(nb) sin(0)| inéga triangulaire
< n|sin(nd)| + | sin(0)| HR
= (n+ 1)|sin(6)]

Donc, par récurrence, Vn € N, V0 € R, |sin(n9)\ < n|sin(0)|.

20. Soit n € N. D’apres |1 VG € R, |sin(8)Uy,(cos(9))| = |sin((n + -1)0)
précédente. Puis, VO €]0, 7|, \U (cos(8))] < n+ 1. Donc Vz €] — 1,1[, |Up(x)

Or, d'apres la question , U, (+1)| = n + 1. Donc finalement Va € [—1,1],

(n + 1)|sin(@)| d’apres la question
n+ 1.
Un(z)] <n+ 1. Et donc

| <
Ig

VneN, Vz € [-1,1], |[Up(z)| < n+1.



21. Soit n € N. U, est une fonction polynomiale donc en particulier continue sur [—1, 1]. Par théoreme des bornes
atteintes, U, est bornée et atteint ses bornes sur [~1,1], i.e. 3a € [~1,1] tel que Vz € [~1,1], [Up(x)| < |[Un(a)l.
Donc |Up(a)| = max,e|_1,1] U (2)]. Or Un(1) = n+ 1 et donc, d’aprés la question précédente,

sup [Un(@) = max_ [Un(@)| = |Un(1)] =0+ 1.
ze[-1,1] n€[—1,1]

22. Soit n € N*. D'apres la question , ona |U,(1)] =n+1=|Un(-1)].
De plus, si 6 €]0, 7|, | cos(#)| < 1. Donc, en reprenant la récurrence de la question [19] on obtient

V0 €]0, [, |sin((n+ 1)8)| = |sin(nd) cos(0)| + | cos(nh) sin(0)|
< |sin(nd)| + |sin(6)]

Et donc, par récurrence, on montrer que Vn > 2, V0 €]0, 7|, |sin(nf)| < n|sin(@)|. D'ou I'on déduit immédiatement

V0 €]0, [, |Un(cos(h))| = SW <n+1.

Et donc U, atteint ses extremums sur [—1, 1] seulement en 1 et —1.

Partie 4 : Décomposition en éléments simples

23. Soit n € N*. D’aprés la question@ U,, est scindé a racine simples qui sont les cos( 1) pour k€ {1,...,n}.

Et d'apres [5} coeff dom(U,,) = 2™. Donc
= I I ( —cos( i ))
. n+1

Par décomposition en éléments simples, Al(A1,...,\,) € R™ tel que

Er )
()

Par le cas des partie polaire d'un pdle simple,

— cos( -k T
Vke{l,...,n}, \p = <X("+1>> (cos( k )) on

1
(cos( Jrl) — cos(nml))

Un(X) n+1
z;ék
Or n o n
UA(x)ZQnZH <X—cos( ! ))
k=1 i=1 n+l
ik
Donc
. km i — km
Vke{1,...,n}, 2 E (cos(n+1) _Cos(n+ 1)> =U/! <Cos(n+ 1)) .
ik
Donc 1
Veke{l,....n}, Ap = =——7—.
Uy, (cos(3,75))

Par ailleurs, Va € R, sin((n + 1)a) = sin(a)Up (cos(a)). Par dérivation, on a donc Va € R, (n + 1) cos((n + 1)a) =
cos(a)Up(cos(a)) — sin(a)?U!, (cos(a)). Et donc

7/ ™ n cos n k-1
Vk e {1,...,n}, U,’Z(cos(n]:_ 1)) = _( :1_1118 - )(k m) _ ( :;nl()(lml))
n+1



Finalement,

()" sin(5)?

n-+1
Et donc,
Ly YT
Un(X) n+1 = cos(n+1)

24. Soit n € N* et P € R,,41[X]. Alors deg(P) < n+1 < n+2 = deg((X? — 1)U,(X)). D'autre part, 1 et
—1 ne sont pas racines de U, d'aprés la question [0} Donc (X2 — 1)U, (X) est scindé & racines simples. Donc, par

décomposition en éléments simples, 3!(p1, . . ., fin, A1, o) € R? T2
P(X A A “
i (X) M e 3 [k -
(X2-1DU,(X) X-1 X+1 1 X —cos(;,77)
Et, par le cas des poles simples,
P(1 P(—1 P(cos(Em
)qzﬂ,,(), )\2:,7( ),Vke{l,...,n}, Mk:%-
Va(1) Va(=1) Vi (cos(557))

On pose V,,(X) = (X2 — 1)Upn(X). Donc V,;(X) = 2XUy(X) + (X? — 1)U},(X). Donc V/(1) = 2Un(1) = 2n + 2 et
V/(=1) = 2U,(—1) = 2(n + 1)(—1)" d'apres la question [8] Et

Vke{l,...,n}, V! (cos(nkj_rl)) = (cOs(nkjl)Q — 1) ur (Cos(nkj_rl))

= sin(nkfl)QUNj1 <cos(nki:1))
=(n+1)(-1)F cf question précédente
D'ou . ( . )
_P(1) _(=1)"P(-1) _ (=1)FP (cos(35T)
)\1—72(,”_’_1), /\2—72(71_’_1) , VkE{l,...,n}, Wi = ol .
Et donc N _
PX) 1 (PO (=1)"P(-1) i D*P(eos(a1))
(X2 -1)Un(X)  2n+1) \X -1 X+1 n+1 = —COS(nkfl) '

25. Soit n € N*, P € Ry, 41[X] unitaire de degré n + 1. En réutilisant la question précédente, on a

1

PO =2+

(PO)(X +1) = (-1)"P(=1)(X — 1)) Up(X)

+ n2—|T—L i é (-1)kP (cos(nkj_rl)> f[l (X — COS(nZ:_r 1)>

Or deg(P) = n+1 et deg(Uy) = n. Puis deg([]=1 (X — cos(nkT’_Tl))) =n — 1. Et comme P est unitaire, on en déduit
ik
donc
1 = cooffdom(P) = coeff e (P) = 5ot (P(1) = (~1)"P-1) + =20 5214 (con( 1))
= Ccoe (0] = CO€lIl yn+1 = 2(n i 1) "+ 1 Z COS e 1
Et donc

1 1 = np 1 - P T
o = m (P(l) — (1) P(—l)) + | 1;1(—1)kp (cos(n+ 1)) .



Probléme 2 :

A. Etude d’une fonction
Soit f la fonction définie par f(z) = zsh(1/x).

(a) La fonction sh est définie sur R, donc par composition, x +— sh(1/z) est définie sur R* et par produit, f est
définie sur R*, qui est symétrique par rapport a 0.

De plus, Vx € R*, f(—z) = —xsh(—1/x) = zsh(1/z) = f(x) car sh est impaire. Donc f est paire.
(b) i. On sait que sh(z) =T+ ‘%3 + o(x3), donc sh(x) ~ & par caractérisation des équivalents par les o.

Or1/x —= 0, donc sh(1/x) e 1/z. Et donc, par produit, f(z) o~ L Donc f(x) — 1.

i. OnaVe eR*, f(z)= %(:L‘el/‘IC —ze /7).

Par croissance comparée, Ye¥ ——— oo et e ——— 0. Ory =1 —— 400, donc par composition dans
Y y——+o00 Y y——+o0 T z—ot

—— +o0 et ze~/* —— 0. Par sommation, on en déduit donc, f(z) —— +oo.
z—0t T——+00 z—0t

Comme f est paire, on a également f(z) —— +oo.
z—0~

les limites, zel/®

(c) On a sh € DY(R,R) et = — D'(R* R), donc par composition, = ++ sh(1/z) € D}(R*,R). Et par produit,
f € DYR*,R). Et enfin

Vr € R*, f(z) = sh(1/z) — %ch(l/x)

- (283

- (th(l/:v) _ ;) eh(1/z).

t t

(d) On a Vvt € R, th(t) = &= et th € DY(R,R). On pose h : t — th(t) — t. Alors, par structure d’espace
vectoriel de D' (R,R), h € D}(R,R). Et V¥t € R, W' (t) = 1 — th(t)?> — 1 = —th(¢)2 < 0 et méme V¢t > 0, h/(t) < 00.
Donc h est strictement décroissante sur R* . Or h(0) = 0 donc Vt > 0, h(t) < 0 et donc Vt > 0, th(t) < t.

(e) Grace a la question précédente, on a V> 0, th(1/z)—1/x < 0. Donc Vx > 0, f'(z) < Ocarch: R — [1,+o0].
On en déduit le tableau, en utilisant la parité de f :

T —00 0 +o00
f'(=) +
400 | 00
f O / \ 0

(f) On ash(t) =t % + % + o(t%). Donc

1 1
= 14+ 24— 4.
i ool Tt gt Tolt)

(g) Comme, 1 — 0, on a donc
T—T 00

fay = S/ _ 1+%+

1/z%).
l/x r—Foo 6 +O( /-’L‘)

12024
On a donc f(z) = Yh—o % + o(1/2") avec (o, a1, a2, as, as) = (1,0,1/6,0,1/120).

8



(h) On sait que f est continue sur R* et z — 1 € CO(R*,R). Donc par composition, = — f(1/z) € CO(R*,R).
De plus, f(z) — 1. Donc, par composition dans les limites, f(1/z) — 1. Donc z — f(1/x) est prolongeable
x oo T—>
par continuité en 0 par la valeur 1. Autrement dit
R* — R
: 1
F: RN f(1/z) x=#0
1 z=0
est continue sur R. Donc F' € CO(R,R).
De plus, d'apres 3, f € D!(R*,R). Donc, toujours par composition de fonctions dérivables, F' € D!(R* R).
OrVz #0, F'(z) = _f/(xlz/m) = Jth(@*g) ch(z) d'apres la question 3. Mais ch(x) ~ 1 d’apres le développement

x

limité de ch par exemple. Et

th(z) =

x> 3 z? 3
= <x+6+0(:13 )) (12+0(1: ))

1
=z — gxg + o(x?)

.3
—zr 1=
x

Donc th(z)—x = —23/340(x?) ~ —13/3 par caractérisation des équivalents par les 0. D'otl F'(x) ~

Tr—r

x/3. Donc F'(x) — 0.Or F € CO(R,R) et F € D'(R*,R). Donc par théoréme de prolongement C' (i.e. par théoréme
d

satanique), F' est dérivable en 0 et F’(0) = 0.

Finalement, F' € D}(R,R) avec F’(0) = 0.

On remarquera qu'il est facile de montrer qu'en fait F est C' sur R et méme qu'elle est C* sur R.

B. Etude d’une suite

(a) Soit n € N*,

D’apres le tableau de variations de f fait a la question A5, f est strictement décroissante sur R’ et continue.
Donc, par théoréme de la bijection, f établie une bijection de R* sur f(R% ). D'aprés le tableau de variations, on a
Jf(R%) =]1,400[ (TVI et monotonie).

Or 2l =14+ 1/n > 1. Donc 2t € f(R%). Donc par bijectivité, Jlu,, € RY, f(u,) = 2.

n

(b) Soitn e N*. Ona f(up,)=1+1/n>1+ %H = f(un+1). Mais f est décroissante strictement sur R* , donc

Up, < Up+1. Donc la suite (uy,)nen+ est croissante (strictement).

(c) Par théoreme de la limite monotone, comme (u,,),en+ €st croissante, on a uy, — +00] <= (Un)nen
n—-—+0o0

non majorée.
Raisonnons par I'absurde. Supposons que (uy,)nen+ est majorée. Alors par théoréeme de la limite monotone encore,
(un)nen+ est convergente. Donc 3¢ > 0 telle que u,, T> £. Mais f est continue sur R* . Donc, par caractérisation
n——+0oo

séquentielle de la continuité, on a f(u,) —— f(¢). Or f(u,) =1+ 1/n ——— 1. Donc par unicité de la limite,
n——+o0o n—-4o00

o) =1.
Mais f(R*) =]1,+oc[. Donc V& > 0, f(x) > 1. Donc en particulier, 1 = f(¢) > 1. &,
Donc (un)nen+ ne peut pas étre majorée. Donc elle est non majorée. Donc u, T> 400 par théoréme de la
n o

limite monotone.
(d) Onavuen A7 que f(z) = 1+ sz +0(1/2?) en tronquant  I'ordre 2. Donc f(u,) el s ﬁ +o(u?).

xTr—r

On en déduit f(u,) —1 ~ =L par caractérisation de ~ par o.

2
n——+oo Gun

Or Vn € N*, f(un) =1+ 1/n. Donc f(u,) —1 ~ 1/n. Par transitivité de ~, on en déduit donc

1 1 )
— o~ = = Ul o~

n
6u% n—-+oco N, n n—-+oo 6
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