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Polyndme et Algebre Linéaire sont dans un bateau
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Pour le Mardi 25 Mars 2025

On note B = (1, X, X?) la base canonique que Ry[X]. On définit

f.RﬂX] - Ry [X] Lo RelX]
P e () er() *

Partie | : Etude générale

1. On sait que la composition est linéaire bilinéaire, donc P — P (%) est linéaire. De méme P — P(X/2) est

linéaire (par linéarité a gauche de (P,Q) — P o Q). Donc f est une combinaison linéaire d’applications linéaires,
donc f est linéaire.

De plus, si P € Ry[X], alors, par degré d'une composée de polynéme,

X+1 X +1
S0)) = deg(P) der(=—

deg(P( ) = deg(P) < 2

et
deg(P(X/2)) = deg(P) deg(X/2) = deg(P) < 2.
Finalement,

deg(7(P)) < max(des(P(*- 1), dea(P(X/2))) < 2.

Donc f(P) € Ry[X].
Dot f € L(Ro[X]), i.e. f est un endomorphisme de Ra[X].
2. L’application évaluation est linéaire, donc ¢ est linéaire. Montrons le. Soit P,Q € Ry[X] et A\, € R. Alors
O(AP 4+ pQ) = /\P/—T—/MQ(l) = AP(1) 4+ uQ(1) = Ap(P) + ue(Q). Donc ¢ est une forme linéaire.
3. Ona f(1)(X)=3(1+1)=1. Et

o5 (552 5) ek =3 () (5)) 2

4. D'apres les calculs de la question précédente, (f(1), f(X), f(X?)) est une famille de polyndmes échelonnés en
degré ne contenant pas le polyndme nul. Donc c'est une famille libre. Elle contient 3 vecteurs et dim(Rz[X]) = 3.
Donc, par caractérisation des bases en dimension finies, f(B) est une base de Ra[X].

f envoie donc une base de Ry[X] sur une base de Ro[X]. Donc, par théoreme d'isomorphisme, f est un
automorphisme de Ry[X] (i.e. f € GL(R2[X])).

Par conséquent, f est a la fois injective et surjective (car bijective).



5. Soit P(X) =a+ bX + cX? € Ro[X]. Alors

P e ker(p) <= ¢(P)=0 def ker(yp)
~— P(1)=0 def ¢
& a+b+c=0.
Donc ker(y) = {a+bX +cX?, a,b,c € Rla+b+c=0} = {a+bX —(a+b)X?, a,b e R} = {(X —1)(—a(X
1) —bX), a,b € R} = Vect(X2 —1,X — 1). Donc (X — 1, X? — 1) est une famille génératrice de ker(y).
De plus, elle est échelonnée en degré, donc c'est une famille libre. Donc c’est une base de ker(yp). Donc
dim(ker(p)) = 2.
6. Par théoréme du rang, on a rg(¢) = dim(R2[X]) — dim(ker(¢)) = 1 = dim(R). Donc, par caractérisation de la
surjectivité par le rang, ¢ est surjective.
En revanche, comme dim(ker(¢)) =2 > 0, on a ker(p) # {0} et donc ¢ non injective par caractérisation de
I'injectivité par le rang.

Partie Il : Calcul des puissances d’'un endomorphisme

7. On pose
P(X)=1, P(X)=1-2X, Py(X)=6X>-6X+1.

On pose aussi B’ = (Py, P1, P,). Alors B’ est une famille de polynémes échelonnés en degrés ne contenant pas
le polynéme nul, donc B’ est une famille libre. Cette famille contient 3 vecteurs de Ro[X] avec dim(Rq[X]) = 3,
donc, par caractérisation des bases en dimension finie, B’ est une base de Ry[X].

8. On calcule :

f(P) =1 cfl
= Py(X)
ey =5 (r (557) < (3))
—5 (124123
:%_X
_1p
2
e - i( <X“>+P2(§)>
;( _gx ! 6(XZ)+1—6X+6X2>
;<—3X+3X2>
%1 6X +6X7)
:iPQ(X)

9. Soit n € Net P(X) =a+bX + cX? € Ry[X].
(a) On a

Py(X) = g(esX? —6X + 1)+ (b+ )X + (a — ¢/6)

b+ b+
:%PQ(X)f C(2X+1)+<ac/6+ C>
c b+c 6a + 3b + 2c
= SP(X) - AR + R (),



(b) D’apres la question 8, on a f(FPy) = 1, f(P1) = P1/2 et f(P2) = P»/4. Supposons qu'il existe un entier
n € N tel que f"(Py) = Py, f"(P1) = %Pl et f"(P) = 4%P2 (ce qui est vrai pour n = 1 et n = 0 puisque
fO = Idg,x]).

Alors

frH(Po) = £ (Ro)

= f(Ry) HR
=F
P = F(F(P)
1
= f(—P HR
(5n F1)
1
= 27f(P1) linéarité de f
1
- on+1 Pl
frP) = f(f"(P)
1
= f(5:P) HR
1
= 47f(P2) linéarité de f
1
= 4n+l P2
Donc, par principe de récurrence, Vn € N, f"(FPy) = Py, f*(P1) = Z%Pl et f"(P) = 4%P2.
Alors
2
VneN, fM(P)= f <gp2 b‘;cpl+ 6”36“ CPO) of 9
b b+ 2
= Spp) - ;Cf”(Pl) + Wf"(a)) linarité de f"
c Py b+ch 6a + 3b+ 2c¢
= —-— — 7P f s 7
61 5 om 5 0 cf rec précédente
(c) D’apres les expressions de Py, P et P dans la base B = (1, X, X?), on a
cPy, b+cP 6a+3b+2¢c
n(pP)=--2_ S Ay f
Yn eN, f*(P) T 5 on G 0 cf 9b
_c6X?-6X+1 btcl-2X L Ba+3b+2
6 4n 2 2n 6
_ 4%)(2 (_40714_ b;c)X—i- 6a+3b+2c+c/46 —3b/2™ — 3¢/2

C 9 b c c 1 1 1 1 1
:47X +<2n+2n_471)X+a+<2_2n+1>b+<3_2n+1+322n+1 C.

1 1 1 1 1 b c c c
el plf{(P)=at (22n+1>b+<32n+1 HEE 22n+1>c+<2”+2"4")+4"

B 11 11 1
=at({5tom )bt gt t 3 omin) @

10. On note d'abord que

P € Ry[X], ;%P <X2+k) = % (P<X/2)+P(X2H>>



= f(P)(X)
et aussi

VP € Ry[X], 20: P(X +k)=P(X) = fo(P).
k=0

Supposons maintenant qu'il existe un entier n € N tel que VP € Ro[X], f*(P) = 2%, Zi:ol P (

—f”(i( (727)r(3)))

( gi(XQ 1)}) +f”< (p ))) » linéarité f"
- ( P( ) {Lﬁ‘iP( 5 >> Hyp Rec
W< ) B

X+k+2m\ 2 X +
2n+1 ) + Z P( 2n+1 ))
s X+ 2 X4k
J + P|—— chgt indice j = k 4+ 2"
2n+1 2n+1 2n+1
k=0

X;gk) Alors

VP € Ro[X], f"TH(P) = [ (f(P))
X+1

k=0
=2n

ontl_1
X +k
= ont1 Z P (27;1> regroupement par paquet

Donc, par principe de récurrence, on vient de montrer que

i} 133 /X +k
vn € N', VP € Ro[X], f/(P) = o P( - )
k=0
11. En utilisant la question précédente, et par linéarité de ¢, on a
. X+k
Vn € N*, VP € Ro[X], (/™ 2n290( < ))
1°3 < (k+1
T on

Si P(X) =a+bX + cX? € Ry[X], alors

1 2
VneN, p(f"(P 2Z<a+b—|—c>
_b on
_ 2
- ZZ QBnZk
=1 k=1
- b2M2"+1) | e 2"2"+ 12"+ 1)
4” 2 23n 6
on 41 22n+1+3.2n+1
=a+ 2n+1 b+ 3.22n+1

1 1 1 1 1
=a+ §+W b+ §+2n+1+3.22n+1 ¢

On retrouve bien I'expression vu a la question 9d.



