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Une condition nécessaire a la réussite de
I'oral reste donc de [...] connaitre par cceur
ses formules de développements limités, de
trigonométrie, de développements en série
entiére usuels... [CCINP 2022]
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2 COMPLEXE

1 Dénombrement

1.1 Coefficients binomiaux

n n n+1
Formule de Pascal : (k) + (k n 1) = <k " 1)
n n
étrie : =
Symétrie (k:) (n B k:)

1.2 Binéme de Newton

k=0 k=0
n—1 n—1
a"—b"=(a-b)> ako"F Tl = (0 — b) > a™ R gk
k=0 k=0
2 Complexe
2.1 Module
la + ib] = Va? + b2, zZ =a — b, 2Z = |2|?

Inégalité triangulaire et inégalité triangulaire renversée :

12l = Il < 2 + 2/ < [2] + |

2.2 Argument

pour z # 0,
p=|z| >0

2 = pe?? = p(cos isin
P p(cos(f) + (@) {arg(Z) = 0[27]

2.3 Caractérisation de réels et imaginaires purs

2ER <= 2=7 <= z2=NRe(2) < Tm(z) =0

2€IR <= 2=-2Z < z=0m(z) < Re(z) =0



2 COMPLEXE 2.4 Complexe de module 1

2.4 Complexe de module 1

U={z€C, |z| =1} et 2€U < IR, z=¢€"

et
i _ it _ L o010 _ i(0+0)
20
Arc moitié : ' ' ' '
1+ e = 2cos(0/2)e/? 1— e = 2isin(0/2)e"/?
2.5 Complexe et trigonométrie
Formule de Moivre : (cos(0) +isin(0))"™ = cos(nb) + isin(nb)
0, —if 0 _—if
Formules d'Euler : cos(f) = % sin(6) = %
i

2.6 Racine n-éme

2ikm

=1 <= Jke{0,....,n—1}, z=¢n

i(0+2kT)

" =pe? = Fke{0,....n—1}, 2= pe =

2.7 Amplitude et phase

Va,b,t € R, A, p € R, acos(t) + bsin(t) = Acos(t — ¢)

2.8 Racine carrée dans C

2.9 Exponentielle complexe



3 TRIGONOMETRIE

3 Trigonométrie

3.1 Fonctions circulaires

3.1.1 Premiéres propriétés

sin(x) cos(z) tan(x)
Ensemble de
R R s
définition RA {5 +km k€ 2}
Période 2m 2m T
Parité Impaire Paire Impaire
f(r—x) sin(x) — cos(x) — tan(x)
f(r+x) —sin(x) — cos(x) tan(z)
f(Z ) cos(z) sin(x) tanl(x)
f(Z+x) cos(z) —sin(x) _tanl(x)
Ensemble de
R R s
dérivabilité R\ {5 +km,k € Z}
i _ 1
f/ COS(ZU) Sln(.fC) 1 + tan(a:)2 = W
3.1.2 Valeurs remarquables
0 w/6 w/4 w/3 /2
sin(z) | 0 1/2 | v2/2 | V3/2 1
cos(x) | 1 V32 | V2/2 | 1/2 0
tan(z) | 0 |1/V/3| 1 V3 | Indéfini

tan(a)

sy ()




3 TRIGONOMETRIE 3.2 Fonctions réciproques des fonctions circulaires

3.2 Fonctions réciproques des fonctions circulaires

3.2.1 Définition

Les périodicités et les symétries des fonctions trigonométriques circulaires introduisent des difficultés pour
résoudre des équations du type sin(z) = A. Par exemple, 7/6, 57/6 et /6 + 47 ont tous la méme image par la
fonction sinus. Les fonctions circulaires réciproques arcsin, arccos et arctan ne sont pas de “vraies” réciproques
puisque les fonctions de départs ne sont pas des bijections. Ajoutons qu'elles ne sont pas périodiques. Il faut les
combiner avec les priodicité et les symétries éventuelles pour résoudre les équations.

x = arcsin(\) + 2k

» Sisin(z) =\ € [—1,1], alors ¢ ou avec k € Z.
x = m — arcsin(\) + 2k

x = arccos(\) + 2k

= Sicos(z) =€ [—1,1], alors ¢ ou avec k € Z.
x = —arccos(A) + 2k

» Sitan(z) = A € R, alors x = arctan(\) + km avec k € Z.

Le probléme contraire ne pose aucune difficulté : si x = arcsin()), alors sin(z) = .

3.2.2 Propriétés

arcsin(z)  arccos(x)  arctan(z)
Ensemble
de définition | |11 =1.1] R
Ensemble
— —m/2,m/2 | 0] |- w22
Période Aucune Aucune Aucune
Parité Impaire Aucune Impaire
Ensemble de
dérivabilité =11 =11 R
Dérivée 11_:02 1_—1952 —Hlﬁ

3.2.3 Relations

arccos(z) arcsin(z) arctan(z)

V1— 2?2 1
COS i T ira2
x

sin | V1 —z2 x

tan

x 1_z2




3 TRIGONOMETRIE

3.3 Formules

arccos(z) + arcsin(z) = g

3.3 Formules

3.3.1 Corollaire du Théoréeme de Pythagore

cos(x)? 4 sin(x)? = 1

1

2 _
cos(@)” = 1 + tan(z)?

3.3.2 Formules de duplication

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

tan(a) + tan(b)

tan(a +b) = 1 — tan(a) tan(b)

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

tan(a) — tan(b)

tan(a — b) = 1 + tan(a) tan(b)

3.3.3 Produits

cos(a) cos(b) = %(cos(a —b) + cos(a + b))

sin(a) sin(b) = %(cos(a —b) —cos(a + b))

3.3.4 Arc double, Arc moitié

2 2

cos(2x) = cos(x)” — sin(x)
= 2cos(x)? — 1
=1 — 2sin(x)?

sin(2x) = 2sin(x) cos(z)

2 tan(x)
tan(2z) = ————
an(2) 1 — tan(z)?
On a également, en symétrie avec les régles de Bioche :
2t
sin(2z) = _2tan(z)
1+ tan(z)?

sin(z)? =

tan(x)?
1 + tan(z)?

arctan(x) + arctan(1/z) = sign(m)g

cos(p) + cos(q) = 2COS(p ; q) cos(p g q)
sin(p) + sin(g) = 2sin("%) cos( 21
_ _sin(p+ Q)
tan(p) + tan(q) = cos(p) cos(q)
cos(p) — cos(q) = —2sin(PF 9y sin(? 3 7y
. . + . P—q
sin(p) — sin(q) = 2COS( 5 )Sln( 5 )
tan(e) = S0P —a)
tan(p) — tan(q) cos(p) cos(q)
sin(a) cos(b) = %(sin(a +b) + sin(a — b))
cos(a) sin(b) = %(sin(a +b) —sin(a — b))

5 1+ cos(2x)

cos(x)* = 5
sin(z)? = 1-— cc2)s(2m)
_sin(2z) 1 —cos(2x)
tan(z) = 1 +cos(2x)  sin(2z)
1 —tan(z)?
cos(2z) = 1+ tan(z)?



3 TRIGONOMETRIE 3.4 Trigonométrie Hyperbolique

3.3.5 Formules de Moivre

(cos(a) + isin(a))™ = cos(na) + isin(na)

d'ou I'on déduit par exemple, en prenant la partie imaginaire ou la partie réelle

cos(3a) = cos(a)® — 3 cos(a) sin(a)?
= 4cos(a)® — 3cos(a)
sin(3a) = 3 cos(a)?sin(a) — sin(a)?
= 3sin(a) — 4sin(a)?
_ 3tan(a) — tan(a)?
tan(3a) = 1 —3tan(a)?
3.3.6 Arcs en progression arithmétique
(a redémontrer a chaque utilisation)
n . . n+1)x n . n+1)x
Z sin(kz) sm(mc/.Q) sm2(( 5 ) ) Z cos(kz) = cos(nx/.Q) sm2(( 5 ) )
= sin(z/2) = sin(z/2)

3.4 Trigonométrie Hyperbolique

ch(z)? —sh(z)? =1

ch(a + b) = ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b) ch(p) + ch(q) = 2ch(PEDy an(P=9)

2 2

sh(a + b) = sh(a) ch(b) + sh(b) ch(a) ch(p) + sh(q) =2 sh(z%) ch(’%)
_ th(a) + th(b) _ sh(p+9)

th(a + b) = W th(p) + th(Q) = Ch(p) ch(q)



4 DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS EN 0

ch(a — b) = ch(a) ch(b) — sh(a) sh(b) ch(p) — ch(q) = 2 sh(7¥) sh(]%)
sh(a — b) = sh(a) ch(b) — sh(b) ch(a) sh(p) — sh(q) = 2 sh(l%) ch(]%)
_ th(a) — th(b) _ sh(p—q)
th(a —b) = m th(p) — th(q) = ch(p) h(q)
ch(2z) = ch(:r)2 + sh(x)2 ch(:):)2 _ Ch@? +1
=2ch(z)? -1
=1+ 2sh(z)?
sh(2z) = 2sh(z) ch(x) sh(z)? = Ch(2~”;’)—1
2 th(z) sh(2x) ch(2x) — 1
thize) =y + th(z)? thiz) = ch(2z) +1  sh(2z)

4 Développements limités usuels en 0

2 4 6 x2n

ot Ty T T T

+ to(a® 1)

= 14 = 4.
2—0 2 +24 720+ * (2n)!

n 2%+1

: (=1 2n+2

sin(z) = —————— +o(z™""7)
=0 f= (2k + 1)

3 5 n
B x x (1) 2n+1 2m+2
B R T IR o s T R



4 DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS EN 0

n ok .
ln(l—x)ajo—z?—i—o(a:)
k=1
515'2 1‘3 n "
STy T3 T —;—i—o(z)
1 n
_ 1k k n
1+szOk:0( ) ™ + o(z")

1 -1 n+1
x — x2+f:c3+---+ix"+o(:p”)
n

_ 1 +az+ a( )332 + a(a—16)(a—2) $3 4o g a(a—l)(a—i!)...(a—n—i—l)xn + O(ﬂ?n)
U V1~ " DRIk =),
1 =1 (25 —1 =1

T +kz 2kk;'jHO i= bt = +Z2k(2k Tk — 12"
x Ix3x---x(2n—3
zf01+§—§+...+(—1)”_1 2”n'( )x”+o(9c”)
1 n (1 " (kR
2 1)z
VIt e +k§ ok ! ]1;[0( J+ 2_: 2'%'
x 3 I1x3x---x(2n—1)
Sl T3 + §x2 — -+ (=1 S " + o(z")
n
_ (=1)ka?+ 2n+2
arctan(x) = kzz% 1 (=)
O - (—1)nz2n 1 o
Sttt Tt gy e
n 2k+1
. (2k)!
arcsin(z) = Z RIG)
e0 £ (FEZ 2k + 1
x3 Ix3x---x(2n—1) g+t 2
St 27| g1 @)



5 DERIVEES

3

T 2 5 17 - 8
t j— P - P
anxz—oaﬂ— 3 —1—15:U +315x + o(x®)

5 Deérivées

5.1 Dérivées usuelles

Fonction Dérivée Domaine de dérivabilité
" n ez nx™ 1 neN ~ R
neZ ~ R*
x® acR ar®~! R* (dépend de «)
e’ aeC ae™” R
a® a>0 In(a)a® R
In |z| % R*
log,(z) = ﬁiﬁii a€RY\ {1} e RY
cos(z) —sin(z) R
sin(x) cos(z) R
tan(z) 1 +tan(z)? = COS%I)Q R\ {5 + k7, k € Z}
ch(zx) sh(z) R
sh(x) ch(zx) R
th(z) 1 —th(z)* = g7 R
arcsin(z) 1£x2 J—-1,1]
arccos(z) \/:7 | —1,1]
arctan(z) ﬁ R

10



6 PRIMITIVES USUELLES

5.2 Dérivées n-eme usuelles

5.2 Dérivées n-éme usuelles

Fonction Dérivée n-éme
e’ e’
ch(x) ch(x) s? n = 0[2]
sh(z) sinon
sh(z) sh(z) s? n = 0[2]
ch(x) sinon
cos(z) cos (z + %)
sin(z) sin (z + %)
x® aeR|ala—=1)...(a—n+ 1)z = (Hz;é(a - k‘)) e
. o sin <y
0 sin>p
1 (=1)"n!
x CEn+1
In(x) ( 1)“;;(7171)'
6 Primitives usuelles
6.1 Polynémes et Fractions rationnelles
Fonction Primitive Intervalles
(z — xo)" 9 €R (Iff_?_)lnﬂ neN ~ R
neZ\{-1} n< -2 ~ R\ {z}
_ «a 0 €R (z—mp)>T?
T — X > g, +00
R R o, +x]
r—z)* 2€C\R (w—zo)" "1 R
== e \{-1} el
L aeR In|z —al ] —o00,al, ]a,+o0|

8
|
e

11



6 PRIMITIVES USUELLES

6.2 Fonctions usuelles

6.2 Fonctions usuelles

Fonction Primitive Intervalles

In(z) xln(z) —x R%

e aeC* — e R
sin(x) — cos(x) R
cos(z) sin(x) R
tan(z) —In|cos(z)| | |5 +kn, 5 +kn[, kel
sh(z) ch(zx) R
ch(z) sh(z) R
th(z) In(ch(x)) R

1+1x2 arctan(z) R

11_$2 arcsin(x) | —1,1]

s %m‘}j—; ] —o00,—1[, | = 1,1[, |1, +o0]

12
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