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Probleme 1 (Déterminants a triangles constants) :

Partie | : Déterminants a triangles constants et diagonale constante.

1. Avec beaucoup d’effort, on a A; = a. Avec un tout petit effort supplémentaire, Ay = a? — be et enfin la formule
de Sarrus nous donne

a b b
As=|c a bl =a®+ b+ b%c— 3abe

c ¢ a
2. (a) Danslecas a=1b,onaVn>2,
a ... a a
c a ... a a

A, =

a a
c a
a a a 0
a a ... a 0
c c ... a 0

... ¢ a—c

=(a—c)Ap_1

Et donc par récurrence facile, on a A, = (a — ¢)" 'A; = a(a — ¢)" ! pour tout n > 1.
(b) On se met dans le cas a = ¢. Alors Vn > 1,

a b b
a b

An: .
a a a



(c) On se met dans le cas b = c. Alors ¥n € N¥,

An:.

a b ... b
b a ... b
b b .a
a4+ (n—1)b
a+ (n—1)b
a—i—(ﬁ—l)b
(a+ (n—1)b)
(a—i—(n—l)b).

a a a
b a a
b b ... «a
= ala —b)"*
b b
a b
b a
1 6 ... b
1 b
1 b a
1 b b
0 a—2» 0
0 0 a—>b
0 0 0

— (a+ (n—1)b)(a—b)"!

3.0nan>3etb#c
(a) On va faire des opérations sur les lignes et les colonnes pour établir la relation. Allons-y.

a b b b
c a b
—le ¢ a b
c c ¢ a
a—b b b b
c—a a b b
-1 0 c a b
0 c c a
2a—b—¢c b—a 0 0
c—a a b b
— 0 c a b
0 c c a
b—a
c

(2a—b—c)Ap—1—(c—a)| €

e}

S

Qo

transposée

Ch+~Ci+Co+---+C,

L2 — Lg—Ll

Ln — Ln_Lnfl

Cl<—01—02

L1<—L1—L2

S




=R2a—-b—c)Ap_1—(c—a)(b—a)A,—2

ce qui nous donne la relation demandée.

(b) La suite (Ay,),>1 Vérifie une relation de récurrence linéaire d'ordre 2 d'équation caractéristique X2 — (2a — b —
¢)X + (a—b)(a—c). Le discriminant de ce polyndme est (2a —b—c)? —4(a —b)(a—c) = b> —2cb+c? = (b—c)? > 0.
[l admet donc deux racines réels distinctes r; = a — b et r9a — ¢ (qui sont éventuellement a échangées selon que b > ¢
ou ¢ < b). On en déduit donc que I\, € R tel que Yn € N*, A, = Ar] + pury. Les valeurs en n = 1 et 2 nous
permettent d’'obtenir les valeurs de A et p. On a

A =a=Ary + ure — a—2> a—-c A\ a
Ay = a? —be = M2 + urj (a=b)? (a—c)?) \p a® — be
On suppose a # b et a # c. Le déterminant de la matrice de ce systéme est r172(r2—71) = (a—b)(a—c)(b—c) # 0.
Le systéeme est donc de Cramer et on obtient donc

a a—cC
N\ = a* — be (a - 0)2 _ a(a—c)?—(a—c)(a?—bc) _ —c
(a—b)(a—c)(b—c) (a—b)(a—c)(b—c) —c
a—>b a
o (CL - b)2 a* — be _ (a=b)(a®—bc)—a(a—b)? _ b
H= (a—b)(a—c)(b—c) - (a—b)(a—c)(b—c) T b—c

d'oll Vn € N, A, = bezal’—clazb)”

—C
On remarque que cette relation est encore vraie si a = b ou a = ¢ (on notera que les trois paramétres ne peuvent
étre égaux en méme temps) en vertu de la question 2 déja traitée.

Partie Il : Un cas particulier en dimension 4

Soit a,b € R, b# 0, et

S o o Q
St o Qo
Qo o
Q oot o

et f € L(R*) canonique associée 3 A et B = (e1, ea,e3,¢e4) la base canonique de R*.
4. Soit A € R. Alors

A—a —b b —b
b A—a —b b
det(My—A)=| —, "~ T T
b —b b A-a
1 —b  —b b
1 A—a —b b
=(\—a-30)|, "0 T, Cr+ Ci+Co+Cs+Cy
1 —b —b A-a
10 0 0
1 A—a+b 0 0 C2 ¢ Oz 4501
SQma=l g A ate o Cs = C5 + 501
10 0 A—a+bh Cs = Ca 501

=(A—a—3b)(\—a+0b)?

Et donc det(Aly — A) =0 <= X € {a+3b,a — b}.



5. Par linéarité de la représentation matricielle,

-3b b b b
b —-3b b b
Matg(f — (a+3b)Idgs) = A — (a+ 3b) 14 = ! b -3 b
b b b —=3b
1
On remarque alors que C; + Cy + C3 + Cy = 0. Donc, (A — (a + 3b)14) 1 = 0. Et donc, Matp(f — (a +

1
3b) Idg4) Matp((1,1,1,1)) = 0. Donc (1,1,1,1) € ker(f—(a+3b) Idgs) par isomorphisme de représentation matricielle.
De plus,

-3b b b b
b -3b b b
rg(f — (a+ 3b) Idpa) = rg b b —3b b
b b b -3b
-3 1 1 1
1 -3 1 1
B b#0
1 1 1 -3
-3 1 1 0
1 -3 1 O
=rg 1 1 3 0 Cy+—Ci+Co+C3+Cy
1 1 1 0
-3 1 1
N R |
%l 1 3
1 1 1
-3 1
1 -3 1
=18l 1 _3 Ly< L1+ Lo+ L3+ Ly
0 0 0
-3 1
=rg| 1 -3
1 1 -3
-1 1
=rg| -1 -3 1 Ci+Ci+Cy+Cy
-1 1 =3
. :1 _04 8 Cy <+ Co+ Cy
& o Cs + Cs+ O

=3

Et donc, par théoréeme du rang, dim(ker(f — (a + 3b)Idgs)) = 4 — 3 = 1. Donc ker(f — (a + 3b)Idgs) =
Vect((1,1,1,1)).
On pose ¢ = (1,1,1,1).



6. Par isomorphisme de représentation matricielle,

bbb b
bbb b
Mats(f — (¢ = b)ldga) = A= (a=b)Ls= |, ~ |
bbb b

Comme b # 0, alors f — (a — b)Idgsa # 0. Donc rg(f — (a — b)Idgs) > 1. Or Cy = Cy = Cy = C4. Donc
rg(f — (a —b)Idgsa)) = 1 par élimination dans un Vect. Donc, par théoréme du rang, dim(ker(f — (a —b) Idg4)) = 3.
Or, par lecture matricielle sur Matg(f — (a — b) Idga), C1 = Ca, C1 = C3 et Cy = C4. Donc, par produit matriciel
et par isomorphisme de représentation matricielle, (1, —-1,0,0),(1,0,—1,0),(1,0,0,—1) € ker(f — (a — b) Idga).
On pose g2 = (1,—1,0,0), e3 = (1,0, —1,0), e4 = (1,0,0, —1). Alors

rg(eg, e3,64) = rg(Matp(eg,€3,€4)) iso rep mat
1 1 1
O S B U
%o 1 0
-1
0 0 0
-1 0 0
=8 0 -1 o Ly <+ L1+ Lay+ L3

=3

Donc, par caractérisation des bases en dimension finie, (g2,¢3,¢4) est une base de ker(f — (a — b) Idga).

7. On pose C = (e1,€2,€3,€4). Alors

€1 =e€1+text+es+ey
E9g = €1 — €9
£3 = €1 — €3

€4 =6€1 — €4

€1 +eo2+e3+¢e4 =4
— T are Ly Li+ Lo+ Ly+ Ly
E3 = €1 — €3

€4 = €1 — €4

€1 +€ea+e3+eq=4er Lo+ L1 —4L,
> (€1 —3e9tegt+eqg=4dey €1 +e9— 33+ &4 = deg L3+ L1 —4L3
€1+ ez +e3— 34 = 4dey Ly< Ly — 4Ly
i(e1+6z+63+54):el
1
ile1—3ea+e3+es) =e
— 411(1 2 t+eztes) =e
j(e1+e2—3es+e4) =e3
%(61—1—62—1-63—354):64

D’ou I'on déduit facilement que R* = Vect(B) C Vect(C) C R*. Donc R* = Vect(C). Et donc, par caractérisation
des bases en dimension finie, C est une base de R*.

8. Par construction, 1 € ker(f — (a + 3b) Idg4). Donc f(e1) = (a + 3b)e;. Et €2,e3,¢4 € ker(f — (a — b) Idga).
Donc f(g2) = (a — b)ea, f(e3) = (a — b)es et f(e4) = (a — b)ey.



Donc,

Donc Mate(f) = diag(a + 3b,a —

fle1) f(e2)
a—+3b 0
Mate(f) = 8 aab
0 0
b,a—b,a —b).

f(es) f(ea)
0 0 €1
0 0 g9
a—>b 0 €3
0 a—> €4

9. On pose P = Matgz(C). Comme C est une base de R*, P est donc la matrice de passage de la base C i la base

B, donc P est une matrice de passage, donc P est inversible. Et P!

Par formule de changement de bases, on a donc

A=

Matg(f)

= Matg(C) Mate(f) Mate(B)

Par opération dans les classes de similitudes, on a alors

Vp € N, AP = (P diag(a+3b,a—b,a—b,a—b)P~ 1) = P diag(a+3b, a—b,a—b,a—b)? P~ = P diag((a+3b)?, (a—b)?
Or
€1 €2 €3 &4 €1 €y €3 €4
1 1 1 1 el 1 1 1 1 €1
- 1 -1 0 O ) 1 11 =3 1 1 €2
P= 1 0 —1 0 €3 P B 1 -3 1 €3
1 0 0 -1 eq 1 1 1 =3/ ¢4
Donc
1 1 1 1Y\ [(a+3b) 0 0 0 11 1 1
111 -1 0 0 0 (a—bP 0 0 1 -3 1 1
p_ =
WEN A =211 0 1 o 0 0 (a—bP 0 11 -3 1
1 0 0 -1 0 0 0 (a —b)P 1 1 1 -3
(a+3b) (a—0bP (a—bP (a—0b)? 11 1 1
_ 11 (a+3b)P —(a—0b)?P 0 0 1 -3 1 1
4| (a+3b)P 0 —(a — b)P 0 1 1 -3 1
(a+ 3b)P 0 0 —(a=0b®) \1 1 1 -3
(@+3b)P +3(a—b (a+30) —(a—bP (a+3bP—(a—bP (a+3b)P— (a—Db)P
_ 1 (a+3b)P —(a—0b)P (a+3b)P+3(a—0b)P (a+3b)P—(a—bP (a+3b)P— (a—>b)P
4| (a+30)P—(a—bP (a+3b)P —(a—bP (a+3b)P+3(a—0b)p (a+3b)P— (a—Db)P
(a+3b)P —(a—bP (a+3b)P —(a—bp (a+3b)P—(a—bP (a+3b)P+3(a—>)P
Partie Ill : Déterminants a triangles constants.
10. Soitn>1etx e R. Ona
ai+x b+ux b+
c+x astux b+x
c+x c+zx an, +7
art+zxr b—m b— a1 O« Oy O
c+zx ag—c b—c _
c+x 0 Gy, — C Cn = Cn=Ch

= Mat¢(B).

= Pdiag(a + 3b,a —

b,a —

b,a —b)P~L

, (a=b)



aig b—a1 ... b—a zr b—a; ... b—ay

c ags—c¢ ... b—c¢ r ag—c ... b—c _ .
=|. ) . : +1. ) . ) Linéarité lere colonne
c 0 oo Qp—C T 0 ... Qp—C
B TQ
=f+za

ol « et 3 sont des déterminants indépendants de = (x n'apparait pas dans les coefficients des matrices). Donc d,(x)
est une fonction affine en z.

11. On va évalué en —c et —b. On a

a1 — b 0 0
c—b as—>b 0 n
dp(—b) = . = [ (ax )
: k=1
c—b c—b anp —b
car la matrice est triangulaire inférieure.
De méme,
ai—c b—c b—rc
0 as — ¢ b—c n
dn(—c) = . = [I(ar—¢)
3 k=1
0 0 ap — ¢

car la matrice est triangulaire supérieure.
12. On en déduit donc le systeme
{ﬁ —ba = [T (ax — b)
B —ca = [lj=(ar —c)

d'ou I'on déduit facilement par la méthode de votre choix (déterminant dans un systéme de Cramer ou combinaison
linéaire sur les lignes) que

o = Uiy (@==TT (an—e)
- " c—b n
3 = Ll @ (o)

c—b

Finalement,
_ clli=i(ar — b) = 01T (ak — ©)

Dn:dn(o)zﬁ c—b

Partie IV : Déterminants de puissances.

Soitn e N*, a e R* et 4,, = (aiyj)lgi,jgn S Mn(R) définie par Vi, j € {1, .. .,n}, Qi j = all.
13. On a donc
01 = det(A;) = det (a) =a

et

par Sarrus.

14. Soit n > 3. On suppose a? = 1. Alors Vk € N, a®* = (a®)¥ = a*. Et donc, Vj € {1,...,n}, a1j =a’ =a¥ =
asj. Donc Li(A;,) = L3(Ay). Donc 6, = det(A4,) =0.



15. On suppose encore n > 3 et a? # 1. On suppose aussi d,,_1 # 0. On pose

a a’ al cooq! X
2 ot ab e Ve
a3 ab a® . e VD '€’
Po(X) =
a1 g2(n-1)  3(n-1) an—1?  xn-1
a™ a2n a3 . an(n—l) xn

(a) En développant le déterminant P, selon la derniére colonne, on a

n

P (X) = Z(*l)m_iXi(Pn)i,n
=1

ou (Py)in est le déterminant obtenue en enlevant la i-eéme ligne et la n-éme colonne de P,. Par conséquent, tous les
(Pp)in sont des constantes indépendantes de X. Donc P,,(X) est bien un polynéme.

D'autre part,

a2 . an—l
a2 a2 o g2
(Pn)n,n = : . . . = 577,—1 7é 0.
a1 g2(n=1) a(m=1)°
Donc P, est bien de degré n. Et son coefficient dominant est d,,_1.
(b) On remarque aisément que
a a a’ s ak
a2 a b oo g2n=) o2k
o a3 6 a? co g3n—1) a3k
Vke{l,....n—1}, P,(a") =] . . . _ : : =0
a1 g2(n=1) 3(n-1) .. (=1 k(n-1)

a™ a2n a3 . an(n—l) akn

car la k-éme colonne et la derniére sont égales.

De plus, on a facilement aussi P, (0) = 0 car la derniére colonne est nulle.

Finalement, on vient de montrer que P, a n racines 0,a, a?,...,a" ! et elles sont distinctes deux a deux (car a # 0

et a® # 1). Donc finalement, P, est scindé A racines simples dans R[X]. Comme coeff dom(P,) = 6,_1, on en déduit
n—1
Po(X) = 6p1 X [ (X —a").
k=1
(c) Par définition de d,,, on a
Op = Pp(a") def 4y,
n—1
= §,_1a" H (a" — ak) cf 9.c
k=1

n—1 n—1
= dp_1a” H a* H (@™ —1)
k=1 k=1

n(n—1) n-

1
=J,_1a"a" 2 H (aj -1) chgt indice j =n — k
j=1

n(n+1) n—l1 k
=0p_1a 2 H(a —1).
k=1



(d) Le raisonnement de la question précédente peut étre tenu pour tout n € N avec n > 3. Donc on a montré que

n(n )n—l
VneN, n>3, §, =0d,_1a 5 H(ak - 1)

k=1
sous condition que d,_1 # 0.
) , N 2(2+l)(2+2 22k _ 4 _ 9
Mais on a montré que §; =a #O0eta™ 6 [[p_q(a* —1)>* =a*(a—1) =6y #0cara® # 1 et a # 0.
) . n(n+1)(n+2) _
Supposons qu'il existe n > 2 tel que §, = a 6 Z:ll(a’€ — 1)"* £ 0. Alors
n
(n+1)(n+2)
Ont1 = O0pa 2 H(ak—l) carm+1>3
k=1
- n
n(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
=a a H ak — " H ak — 1) HR
k=1 k=1
(n+1)(n+2)(n+3) n—l
— ai n H . n+1—k

. n
_ aw H(ak . 1)n+1—k'
k=1

(n+1)(n+2)(n+3)

Et comme a # 0, on a a 6 # 0 et a®> # 1 nous donne a # 41 et donc Vk € N, a¥ # 1 et donc
Ty (aF — 1)1k £ 0.

Donc, par principe de récurrence,

n(n+1)(n+2) n—1
Vn e N* 6, =a" 6 H(ak—l)”_k;ﬁO.
k=1

Probléme 2 (Nombres de partitions de cardinal imposé) :

Partie | : Nombres de partitions

On note 7(n) le nombre de partition d'un ensemble de cardinal n € N. On convient que 7(0) = 1.
Soit E' un ensemble non vide de cardinal n € N*. On note r(n, k) le nombre de partitions de E en k classes, pour
tout k € N*.

1. Pour n =1, il n'y a qu'une seule partition possible de {1} : {{1}}. Donc (1) = 1.
Pour n = 2, on a les partitions suivantes de {1,2} : {{1,2},{{1},{2}}}. Donc r(2) = 2.
Pour n = 3, on a les partitions suivantes de {1,2,3} :

{{17273}7 {11423, {25 {133} {3} {1,2}}, {{1}7{2},{3}}}

Donc r(3) = 5.

2. Soit n,k € N* avec k£ > n. Si il existe une partition de E en k classes, alors dAq,..., Ay C FE telles que
Vi {l,...,k}, A; #DetVi,j € {1,....k},sii#j, alors A;NA; =0et E=U A

En particulier, par le cardinal d’une réunion disjointe, n = Card(E) = Y-F_, Card(4;). Or Vi € {1,...,k}, A; # 0,
donc Vi € {1,...,k}, Card(4;) > 1. Et donc

k
n = Card(E ZCard -)221:k>n

Donc . Donc il ne peut exister de partitions de F en k classes dés que k > n et donc 7(n, k) = 0.



3. Soit n € N*. Si k € N*, notons P(k) I'ensemble des partitions de E en k classes. Alors, d'aprés la question ,
on a P(k) = 0 pour tout k > n.

D’'autre part, Vk, k' € N, si k # £/, alors P(k) NP(k’) = (). On ne peut pas avoir une partition de F composées de
k et k' sous-ensembles si k # k’.

Bien entendu, si P est I'ensemble des partitions de E, alors P = [J,cn- P(k). En effet, une partition de E est
composée d'un nombre fini (et unique) de sous-ensembles de E.

Remarque :
On notera qu’on a donc une partition de I'ensemble des partitions de F.

Finalement,

k=1
= Z Card(P(k)) réunion disjointe
k=1
= Z r(n, k) def r(n, k).
k=1

4. Soit n € N. D'apres la question précédente, r(n + 1) = Zzg r(n+1,k).

Soit xg € E fixé.

Soit k € {1,...,n+1}. Pour avoir une partition de E en k classes, il y a nécessairement I'un des sous-ensembles de
la partition qui contient zyg. Comme tous les ensembles de la partition sont non vides (par définition d'une partition),
ils sont tous de cardinal > 1. Et donc, I'ensemble contenant xg est, au minimum, de cardinal 1 (si c’est un singleton);
et au maximum (si les k — 1 autres ensembles de la partition sont des singletons), de cardinal n+ 1 — k. Donc fabriquer
I'ensemble de la partition en k classes qui contient xg, il s'agit de choisir les autres éléments de cet ensemble dans
E\{zo}. Cet ensemble est de cardinal j € {1,...,n+1—k}. Donc il s'agit de choisir j —1 € {0,...,n—k} éléments
dans E\ {zo}. Ily a (nil,*k) facon de fabriquer le sous-ensemble de la partition en k classes de E qui contient xg.

Une fois cet ensemble de la partition en k classes fabriqué, il reste a choisir les £k — 1 autres sous-ensemble de la
partition dans son complémentaire. Et ils doivent former une partition de ce complémentaire en k& — 1 classes. On a
donc r(n+ 1 — j,k — 1) fagons de faire cette partition.

Finalement :

3
+
—_

1 Il
S > S > 3
TIMEIMER
< 3
i
s 1M
-
/
.
S | 3
~__
N——
= =
S
o
+
| —_
—_
S—
ot
ol
|
—
SN—

|
(1=
—
VR
=0 3
N~
=
—~
\.S
oyl
|
—
N—

i
I
=
I
T

e
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o
<
I
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Il
M=
-
3
=
=



5. Onar(4) = ()r(0)+ C)r1)+ ()r@2)+ ()r(3) = r(0) +3r(1) +3r(2) +(3) = 15. Et 7(5) = r(0) +4r(1) +
67(2) + 4r(3) + r(4) = 52. Et le dernier 7(6) = r(0) + 5r(1) + 107(2) + 107(3) + 5r(4) + r(5) = 203.

On notera que la formule de la question précédente permet également de retrouver les valeurs de trouvées a la
premiére question.

6. On va faire des récurrences fortes. D'abord, les calculs de la question précédente montre que r(n) < n" pour
n € {1,...,6}. Supposons qu'il existe n € N* tel que Vk € {1,...,n}, r(k) < k*. Alors

r(n+1) = Z <Z>r(k
L)

(
n> o -
)

+

Ek
(n

k

De méme, la question précédente, montrer que r(k) < 2% pour k € {1,2,3,4} et 7(5) > 2° et r(6) > 25. Supposons
qu'il existe n > 5 tel que Vk € {5,...,n}, r(k) > 2*. Alors

k=0
= ")k ; ")k
5 (ke 2 ()
> " ST () ok HR
WL
4 4
- "Vrk) + 3" — ok
3 ()rwo-2(5)
:3”+Z<Z>(r(k)—2k)
k=0

> 3"

D'autre part, on note que
3" > 2" — pnIn(3) > (n+1)In(2)

In(2)
Z (@) — @) = 7

Orici, n > 5, donc r(n + 1) > 27+L,
D'ou, par récurrence forte, Vn > 5, r(n) > 2" et Vn € N*, r(n) < n'.

11



7. Soit n,k € N* et S(n, k) le nombre de surjections d'un ensemble a n éléments sur un ensemble a k éléments.
Sin <k, alors S(n,k) = 0. Mais r(n, k) = 0 également. Donc la relation est vraie.

Supposons n > k.

Si on considére une surjection d'un ensemble a n éléments sur un ensemble a k éléments, les fibres, c’est-a-dire
les ensembles des antécédents de chacun des éléments de I|'arrivée, forment une partition de I'ensemble de départ en
k classes. Par conséquent, pour fabriquer une telle surjection, on peut commencer par fabriquer les fibres, c’est-a-dire
une partition de I'ensemble de n éléments sur départ en k classes. On a r(n, k) facons de le faire.

Pour chaque partition en k classes de I'ensemble a n élément du départ, pour fabriquer une surjection sur un
ensemble a k éléments, il suffit alors d'envoyer bijectivement les k classes sur les k& éléments de I'arrivée (chaque
ensemble de la partition du départ va alors correspondre a I'ensemble des antécédent d'un élément de I'arrivée). On
construit donc une bijection entre deux ensembles a k éléments (I'ensemble des sous-ensemble du départ formant la
partition en k classes, et les k éléments de I'arrivée). On a donc k! telle bijection.

Finalement, S(n, k) = klr(n, k).

Partie Il : Nombre de partitions de classes paires

On note a,, le nombre de partition d'un ensemble de cardinal 2m, m € N*, en classes de deux éléments.

8. ap correspond donc au nombre de partition en classes de deux éléments d'un ensemble de deux éléments. Il n'y
a donc qu’une partition : I'ensemble en entier. Donc a1 = 1.

ag est le nombre de partition en sous-ensemble de deux éléments d'un ensemble a 4 éléments. Par exemple
si E = {1,2,3,4}, alors les partitions en classes de deux éléments possibles sont {{1,2},{3,4}}, {{1,3},{2,4}},
{{1,4},{2,3}}. Donc ay = 3.

a3 est le nombre de partition en sous-ensemble de deux éléments de {1,2,3,4,5,6} par exemple. En classant les
chiffres par ordre croissant, les partitions en classes de deux éléments possible sont

{{1,2},{3,4},{5,6}}, {{1,2},{3,5},{4,6}}, {{1,2},{3,6},{4,5}},
{{1,3},{2,4},{5,6}}, {{1,3},{2,5},{4,6}}, {{1,3},{2,6},{4,5}},
{{1,4},{2,3},{5,6}}, {{1,4},{2,5},{3,6}}, {{1,4},{2,6},{3,5}},
{{1,5},{2,3},{4,6}}, {{1,5},{2,4},{3,6}}, {{1,5},{2,6},{3,4}},
{{1,6},{2,3},{4,5}}, {{1,6},{2,4},{3,5}}, {{1,6},{2,5},{3,4}}

et donc ag = 15.
On consideére, par convention que ag = 1.

9. Soit m € N*. On va construire une partition d'un ensemble a 2m éléments en compter les choix possibles.

Pour éviter de compter plusieurs fois une méme partition, on va pointé un élément x( et considérer I'ensemble qui
va le contenir. En effet, xy est nécessairement dans I'un des ensemble de la partition. En ne faisant que sélectionner
d’'abord un ensemble de deux éléments, puis en partionnant le reste, on obtiendrait plusieurs fois la méme partition :
on pourrait fabrique d’abord un ensemble {z,z2} puis partitionner le reste et en particulier avoir le sous-ensemble
{zo,x3}. Mais on pourrait aussi commencer par fabriquer le sous-ensemble {xo,z3} et parmi toutes les partition du
reste, se trouverait celle avec {x1,z2}. On aurait donc la méme partition compté deux fois.

Pour fabriquer une partition en classes de deux éléments, on commence par fabriquer le sous-ensemble (3 deux
éléments) qui contient xz¢. Il faut donc lui adjoindre un autre élément. On donc 2m — 1 choix pour le sous-ensemble
a deux éléments qui contient xg. Pour chacun de ces choix, il reste a partition les 2m — 2 éléments en classes a deux
éléments. Et on a a,,_1 facons de le faire.

On a donc a,, = (2m — 1)ap,—;.

40 g2 Cae — 9 — _4l
10. Onaap=1= 5,5 Et a1 =1 = 573, Et aussi ag = 3 = 35

Supposons qu'il existe m € N tel que a,, = 2l - Alors

2mml-
2m)  @2m+2)! (2m+2)!

At = (Zm A L)am = @m ) gt = Gnl@m 1 2) 2 (m 1)1

Et donc, par principe de récurrence,
(2m)!
2mm!”

vYm eN, a,, =
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Partie 11l : Nombres d’involutions

On note b, le nombre de partitions d'un ensemble a n > 1 éléments en classes de deux ou un seul éléments.

11. by correspond au nombre de partition d'un ensemble a un seul élément. Donc by = 1. La partition est I'ensemble
lui méme.

by est le nombre de partitions en un ou deux éléments d'un ensemble a deux éléments. Donc, soit il y a deux
singletons ; soit il y a I'ensemble en entier. Donc by = 2.

b3 est le nombre de partitions en un ou deux éléments d'un ensemble a trois éléments. Par exemple, pour un ensemble
{1,2,3}, les partitions possibles sont {{1},{2},{3}}, {{1},{2,3}}, {{2},{1,3}}, {{3},{1,2}}. Donc b3 = 4.

Pour by, on va partition en deux ou un seul élément un ensemble {1,2,3,4}. On a alors {{1},{2},{3},{4}},
(1425, {3,431 ({1342, 35, {43} {15, {2, 4}, {31}, {1, 2}, {3}, {4} }, {{1. 2}, {3, 43}, {{1, 3}, {2}, {4}}, {{1,3},{2,4}
{{1,4},{2},{3}}, {{1,4},{2,3}}. Et donc by = 10.

12. Soit m > 1. On va construire les partitions en un ou deux éléments d'un ensemble E de cardinal 2m.

Les singletons doivent aller par paires. Donc les singletons peuvent étre créés deux par deux : on choisit deux
éléments de F, et on construit les deux singletons définis par ces deux éléments.

Comme FE est de cardinal pair, on peut ne pas faire de singleton du tout et ne faire que des partitions en paires.
Ou, au contraire, ne faire que des singletons. Donc le nombre de singletons est un nombre pair entre 0 et m.

Si k € {0,...,m}, pour construire 2k singletons, on choisit 2k éléments quelconques dans E. On a (2{]’;) facons de
les choisir et on construit les singletons qu'’ils définissent. Puis, les 2m — 2k éléments de E restant sont alors partitionner
en paires. Et on a a,,_j facons de le faire d'aprés la partie précédente.

(2
bom = Z (;:) Um—k-

k=0

Donc

13. Soit n > 3. Soit E un ensemble de cardinal n.

La aussi, de nouveau, il faut prendre garde a ne pas compter deux partitions deux fois. On point un élément o € E.
Il'y a alors deux situations : soit xg est dans un singleton, soit il est dans un ensemble a deux éléments.

Si xg est un singleton, il reste alors a partitionner E'\ {x¢} en ensemble a un ou deux éléments. Et on a donc b,,_1
facons de le faire.

Si xg est dans une paire, il faut choisir un autre élément pour constituer la paire. On a donc n — 1 choix pour faire
la paire contenant xq. Puis, pour chaque paire contenant xg, on doit partitionner les n — 2 éléments de E restant et
on a b,_o facons de le faire.

Donc b, = b1 + (TL — 1)bn_2.

14. On en déduit b5 = by + 4b3 = 26 et bg = b5 + 5by = 26 + 5 x 10 = 76.

15. Soit n € N* et E' un ensemble de cardinal n. Pour faire une involution de F, cela revient a faire une permutation
de &,, d'ordre 2. Or toute permutation est le produit de cycles a supports disjoints. Donc cette permutation est le
produit de cycle d'ordre 2 a supports disjoints, i.e. c'est le produit de transpositions.

Pour fabriquer une involution, il faut donc partitionner F en paire ou singleton. Les paires correspondants aux
supports des transpositions. |l y a donc autant d'involutions que de partitions en un ou deux éléments de E. On a donc
b,, involutions.
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