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Pour toute fonction f : [0, 1] — R continue et tout n € N*, on notera S, (f) = %Zz;é f (@>

1. Application.
On considére la suite (u,) définie par Vn € N*, w, = ZZ;&H% et la suite (v,) définie par Yn € N¥,
vn = 0 o 2K+
(a) Démontrer que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.
(b) Démontrer que Vn € N*, v, + %un = Uap,.
(c) Démontrer alors que la suite (v;,) est convergente de limite 1 In(2).
2. Développement asymptotique d’une somme de Riemann.
Dans cette question, f désigne une fonction de classe C* sur le segment [0, 1] a valeurs réelles.
(a) Justifier I'existence d'un réel M tel que Vzx € [0, 1], |f®)(x)| < M.
(b) Soit n € N*, k € {0,...,n— 1}.
i. Montrer que V¢ € [k/n, (k+ 1)/n],

- (5)- (-5 r(2)-36-2) ' (&)

ii. Soit ¢ € N*. Quelle est la primitive de t — (t — 5) qui s'annule en %7

[ o= ()= 5 () - ()

(c) Soit n € N*. Démontrer alors que

G
<—(t=-=) .
-6 n

iii. En déduire que

= 24n4’

1
[ 10t = 5,(0) = 525~ GrzSuls”)] <

(d) On définit la suite (e,,) par

1 1 1
Vn € N*, en =n? (Sn(f) + %Sn(f’) + WS”(JM) — /O f(t)dt) )

Prouver que la suite (¢,,) converge vers 0, puis que

1 En

1 1
VneN*,  Su(f) = /O F@)dt = 5-Su(f) = 5

1



(e) Justifier maintenant |'existence de deux suites (],) et (g/7) de limite nulle vérifiant
2
n

1 1
WneN,  Su(f) :/O Pyt~ 5 -Su(7") +

et
1

Wn € N¥, Sn(f”):/ F(t)dt+ .
0

Attention ! Question longue !
(f) En déduire finalement I'existence d'une suite (J,,) de limite nulle telle que

1 1 [t 1 1 On
Wn € N, Sn(f):/o f(t)dt—Qn/O f’(t)dt+12n2/0 £yt +

Nous venons donc de démontrer que

Su(f) = /01 f(t)dt — 21n/01 f(t)dt + 121712/01 f(t)dt + o (7112) :

3. Application.
On reprend les suites (uy) et (vy) de la question[1]
(a) Démontrer |'existence d'une suite (c,) de limite nulle telle que

1 1 Ol

Vn € N*, un:ln(2)—|—%—|— 62 T

(b) En déduire un équivalent simple de u,, — In(2) lorsque n — +o0.

(c) Démontrer enfin que v, — %111(2) ~ —ﬁ-

n—-+oo



