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Séries
Correction
Exercice 1 :

Donner les définitions ou énoncés précis suivants avec quantificateurs et rédaction :

1. TSSA.

Soit (u,) € RY une suite alternée. Si (|u,|) est
décroissante et de limite nulle, alors > u,, converge. Et
de plus, dans ce cas, Vn € N, R, est du signe u,41 et
|Rn| < [una].

2. Critere de D'Alembert.

3. Caractérisation de la convergence d’'une suite par les
séries télescopiques.

Soit (u,) € KN. La suite (u,,) converge si, et seulement
si, Y (un+1 — uy) converge.

4. Convergence des séries de Riemann (et valeur de
¢(2))-

Soit a € R. Alors Y, oy« - converge si, et seulement

si,a>1 Et¢2) =49 L =1

n=1 n2 6

Exercice 2 : N
On pose Va € R*, Vn € N*, v, (o) = %

5. Définition de la convergence absolue.

Soit (u,) € KN, Si 3" |u,| converge, on dit que " uy,
converge absolument.

6. Définition du produit de Cauchy.

Soit (uy), (v,) € KN, On définit le produit de Cauchy de
(up) et (vy,) par la suite (wy,) définit par

n n
vn eN, w, = Z UpVp_f = Z Uy LUk
k=0 k=0

7. Théoreme de comparaison a une SATP (un seul cas).
Soit (un) € KN et (v,) € (Ry)N telles que uy, =

o(vy). Si Y v, converge, alors > u,, converge absolu-
ment et >/ u, = o3

= poo vp). Sio Yo uy, diverge
n—-+oo -
alors Y v, diverge et Yi_gup = o(Xfvp).
n—-+oo

8. Caractérisation de sommabilités des séries doubles.

. 2 .
Soit (anp)npen € CN”. La famille (@np)npeN est som-
mable si, et seulement si, Vn € N, }° y[an,p| converge
et > .en Z;{:OB |anp| converge. Et dans ce cas

+00 +oo +o00 +o0
Doy =) Gnp=) D anp.
n,peN n=0p=0 p=0n=0

. Etudier, en fonction du paramétre «, la nature de 3" v, (cv).

On note tout d'abord que Va ¢ N, Vn € N*, v,(a) # 0 et Voo € N*, Vn > «, v, (a) = 0.

En particulier, Yoo € N*, 37 - vpn () converge.
Soit o ¢ N. Alors

Vn € N*,

In — af 1

U ()

Un41(a) ‘ _

al(n+1) notee Jaf’

Donc, par le critére de D'Alembert, si || > 1, alors 3, .y vn () converge absolument, et si | < 1, alors 3, cy« v ()

diverge grossierement.

De plus, comme étudier dans le premier cas, Vn € N*, v,(1) = 0. Donc Y, cn«vn(1) converge. Et Vn € N,

n—1
_o(=k=1)
k(fol)"n! =1

n—+oo

vp(—1) =

0. Donc Y, e+ vn(—1) diverge grossierement.

Finalement, }°, o+ vn () converge si, et seulement si, o €] — 0o, —1[U[1, 4-o00].



