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Probléme 1 (Etude d’une fonction intégrale (Extrait E3A PC 2011 Maths A)) :
On rappel :

1
Vidat®

= f désigne la fonction définie sur R par f(z) =
= F désigne I'application F(x) = [ f(t)dt.

_ oo _di
"a=J 1+t4°

|
= Pour tout n € N, an:%-

Partie | : Résultats préliminaires

1. Etude de f.

(a) f est définie sur R et infiniment dérivable sur R, par composition. Et fVz € R, f/(z) = ﬁ D'ou le
tableau de variations
T —00 0 400
f'(=) + 0 -
1
0 0




(b) OnavI+a = 14%—% +o(a?). D'ob

4 8

VItal = 145 - = +o(a”)
et donc
[ p——
€T =
V1+at

1
i 1+ 24/2 — 28/8 + o(a®)
= 1—(a*/2 —2%/8) + (2*/2 — 2%/8)* + o(a®)

T—r

4
3
=1- % + 2+ ofa)

(c) Comme f € C®(R,R), la formule de Taylor-Young nous donne

RNV kLoos
f(x)—z k!x+o(x).

() =0 1P =0
f"(0) =0 ) =0
F@0) = -12 F®(0) =3 x 7! = 15120
2. Etude de (an)nen
(a) OnaVvneN, an:%>0. Et Vn e N,
ant1  (2n+2)!  4"(n)?  (2n+2)2n+1) 2n+1
an A" ((n+ 12 (2n)!  4(n+1)2 2+ 1) —

Donc la suite (an)nen est décroissante.
(b) La suite (an)nen est minorée par 0 et décroissante. Donc par théoréme de la limite monotone, (ay,)nen converge.
(c) Yvne N, ona

n )22~ (2n —n)!n! 47 - 4n(nl)? —n

<2n> 1 (2n)! 1 (2n)!

(d) Soit z € R. Si z = 0, alors la série >_, > anz" est une série convergente car la suite est stationnaire en 0 (et
sa somme vaut 1). Supposons maintenant x # 0. Alors Vn € N, a,z™ # 0. Et

lan 1™t 2n 41 2 1z
= T > |
ane’| | 2n+ D)

grace au calcul fait a la question ([2d)).

La regle de D'Alembert nous dit alors que, si x| < 1, alors la série Y, <, a,x™ converge absolument et si |z| > 1,
alors la série est grossierement divergente.

Donc la série converge absolument pour tout x €] — 1, 1]. Et la régle de D'Alembert ne nous permet pas de conclure
pour les bornes de 'intervalle.

Partie Il : Intégrales de Wallis




On pose I, = fOW/Q cos(t)™dt pour tout n € N. Ces intégrales sont bien définies puisque cos est continue sur R.

3. On a donc
I /W/Qd T
0= t = —
0 2

/2 9
L= / cos(t)dt = [sin(8)]7/? = 1
0

et

4. Soit n € N. Alors p
I, :/ cos(t)"dt
0

On effectue le changement de variable z = § —t. C'est un changement de variable affine, donc C! sur [0, 7/2] et bijectif

vérifiant dz = —dt. Et donc on a
0 T n w/2
I, = / cos ( - x) (—dz) = / sin(z)"dx
w/2 2 0

puisque Yy € R, cos(m/2 — y) = sin(y).
5. On sait que Vt € [0,7/2] et ¥n € N, sin(¢)” > 0. Donc, par positivité de I'intégrale, ¥n € N, I,, > 0.
Mais d'autres part, pour t = 7 /4 par exemple, Vn € N, sin(7/4)" = QH%
identiquement nulle, donc Vn € N, I, # 0. Autrement dit, Vn € N, I, > 0.

6. Pour tout n € N et pour tout ¢ € [0,7/2], on a cos(t)" ! < cos(t) puisque 0 < cos(t) < 1. On en déduit donc,
par croissance de l'intégrale,

# 0. Donc la fonction est positive et non

Vn €N, I < In

Donc la suite (I,,)nen est décroissante.

Mais comme elle est minorée (strictement) par 0, le théoréme de la limite monotone nous assure la convergence de
(Zn).

7. Soit n > 2. On a I, = 07r/2 cos(t) x cos(t)""Ldt. On effectue une intégration par partie avec les fonction
u(t) = cos(t)" ! et v(t) = sin(t) qui sont C' sur [0, /2] et vérifient v/ (t) = —(n—1) sin(t) cos(t)" 2 et v'(t) = cos(t).
Donc

w/2
I, = [sin(t) cos(t)"_l]g/2 +(n-1) /0 sin(t)? cos(t)"2dt

w/2
=(n— 1)/0 (1 — cos(t)?) cos(t)"~2dt

puisque n — 1 > 1.
On a donc
I,=mn—-1)l—2—(n—1)I,

Dol
nl, = (n—1)I,—2 (1)

8. On en déduit que Vn € N*,
(n + 1)In+1 =nl,_1

et donc,
Vn € N*, (n + 1)In+1ln =nl,_11,

Donc la suite ((n 4 1)I,I,41) est constante et égale a Iol; = 7.

9. On pourrait répondre a la question par récurrence. Mais on va changer de méthode. C'est plus joli. On a déja

calculé que
An+1 2n+1

Vn € N, =
" an, 2n+ 2




a la question par exemple. Et d'autre part, grace a la relation (1f), on a
vn Z 2, QTLIQn == (2n - 1)12n72
c'est a dire, Vn € N, (2n + 2)I5,42 = (2n + 1)I3,. On en déduit donc

Dpy2  2n+1  apg

Vn e N, = =
" Iop, 2n + 2 an

Donc la suite ( ) est une suite constante égale a son premier terme I . Etdonc Vn € N, Iy, = Sap.
De méme, la reIat|on nous permet d'avoir

Vn € N, (27’L + 2)12n+1 = (2n + 3)I2n+3

ce qui nous donne
Ipys  2n+2  2n+1 a,

Ipni1 2043 2n+3an

Donc la suite ((2n + 1)a,l2n+1) est constante égale a sa premiere valeur agl; = 1. On en déduit donc

Vn € N,

1
Vn eN, I =
n 21 = 50 1an
10. (a) On sait que la suite (I,,) est décroissante. Donc Vn > 2,

In < In—l < [n—2

Et comme Vn € N, I,, > 0, on a donc,

vn > 27 1< In—l < In—2
I, I,
(b) D’aprés la relation (T]), on a
In_g n
> 2 =
vnz2, I, n —1 n—0c0
et donc, par théoreme des gendarmes, I’}’l - = 1
n n—-400
Et enfin, on a
I, = I T

12 =nl, I, 1 x — il
in indn—1 1,1 21,1 n—stoo 2

c) Comme % onadoncnl? ~ ZetdoncI? ~ X,
( ) 2 ?é 0' ot 2 ™t 2n
Comme (I,,) est une suite strictement positive, on peut composer pas la racine et on obtient donc

T
In Vo
11. (a) On a montré a la question précédente que I, et 5.~ Donc I, e % Orvn €N, Iy, = San.
~ 24T 1
Donc a/n n—-+oo ™ f \/7
. 1 1 . . .
(b) i. On vient de voir que a, S T Or > r est une SATP divergente par Riemann, donc " a,, diverge

également, par comparaison de SATP.

ii. On a alors
an 1

An + 1 notoo dy/n3/2

et la série Y 3/2 est une SATP convergente par Riemann. Donc la série 3 ;-
a une SATP




iii. La série Y (—1)"a, ne converge par absolument. Si elle converge, ce n'est que simplement. Comme (a,,) est

une suite strictement positive, la série > (—1)"a,, est donc une série alternée.

(=1)"an| = an ~ 7/% ——— 0. Et Vn € N, ol — 2ntl
n——+oo Qn

Par ailleurs, < 1. Donc la suite (a,) est

n—r+o00 2n+2
décroissante.
On pose alors ¥n € N, S,, = 7 (—1)*a;. On alors
2n+42 2n
Vn €N, Sopio — Son = > (=1 ap — Y (—1)far = aznt2 — asns1 <0
k=0 k=0
par décroissance de la suite (a,). Donc la suite (S2;,) est décroissante. Et
2n+3 2n+1
Vn €N, Sonts — Sans1= Y (=DFar — > (=1)*a = azni2 — azni3 >0
k=0 k=0
toujours par décroissance de la suite (ay). Donc la suite (S2,+1) est croissante.
Et
2n 2n—+1
Vn €N, Son — Song1 = Y (—DFa — > (=1)*ay, = azna — 0
k=0 k=0 e

Donc les suites (S2,,) et (S2n41) sont adjacentes, donc convergente et de méme limite.
Finalement, par définition de la convergence d'une série, la série Z( )”an est convergente.

~ converge absolument, donc elle converge.

iv. On sait que la série > =

(c) On sait que la série Zanx converge pour tout x €] — 1, 1] par Ia regle de D'Alembert. Mais la série > a,, est
divergente. Donc la série > a,x™ ne converge pas pour x = 1. Et la série >_(—1)"a,, converge. Donc finalement, la
série Y anx™ converge si et seulement si x € [—1,1].

Partie 11l : Etude de F

On note (C) la courbe représentative de F' dans le plan orthonormée.
12. Etude globale de F'

(a) On sait que la fonction f est continue sur R donc F(x) = [ f(t)dt est bien définie pour tout 2 € R. Par
ailleurs, par théoréme fondamental de I'intégration, cette fonctlon est derlvable surRet F/ = f (c'est la primitive de
f qui s'annule en 0).

Or on a prouvé en début de probléeme que f est de classe C*° sur R. Donc F” est de classe C* sur R et donc F est
de classe C*° sur R.

(b) On adoncVz € R, F'(z) = f(z) = \/T > 0 donc la fonction F' est strictement croissante sur R.
(c) F est définie sur R qui est centré en I'origine. Soit x € R. Alors

gy
F(_m)_/o VIt

On effectue le changement de variable affine u = —t qui est donc C! sur R. Et

= —F(2)

Py U TR
Jo VIF(wE o Jy 1+t
Donc la fonction F' est impaire.
(d) Soit = > 1. Alors

par Chasles



IN

r dt croissance de l'intégrale
| t2 et Vt € [1,z], 1+t >t

Il
el —
ﬂ‘l
—
[RI -
o~ ~
Il Il
= 8

(e) Comme Vz >1,1—1 <1, on en déduit donc que F' est majorée sur [1, +oc[. Mais comme elle est également
croissante, le théoreme de la limite monotone nous permet de savoir que F' converge en +oco. Autrement dit, a =
lim, o F(x) existe.

13. Etude locale de F

(a) On a vu a la question 1b que

D'ou, par intégration,

1 1
F(O)+x——x5—|—i$9+o(:r9) = z— —2°+ 3x9+0(x9)

F =
(x) =, 20 72 20 20 72

(b) On déduit du développements limités de F' en 0 et du fait qu'elle est dérivable par théoreme fondamental de
I'intégration, que la tangente a la courbe de F' en ( est d'équation

T:y==zx

Onaaussi f(z) -z = —552° + S 3% 4+ 0(2?) ~ —552°. Donc f(z) — x est du méme signe que —z°/20 au voisinage
de 0. Donc f est sous sa tangente a droite de 0 et au dessus de sa tangente a gauche de 0.

14. Lien avec «

(a) . Soitz > 0. On a F(z) = [¥ f(t)dt— [ f(t)dt = [T f(t)dt par la relation de Chasles. On effectue
alors le changement de variable y = ? qU| est un changement de varlable C1 (et bijectif) sur le segment [1,z] si x > 1
ou sur le segment [z,1] si0 <2z < 1. On adt= —Z—g. Et donc

1/x d
Y
F(z) - F(1) = 1 f(l/y)(—?)

_/ I
1/x,/1+yi4y2

! y
:/I/x \/1+y4

0 1

Fly)dy + /O Fy)dy

1/x
1/x
/ f(y)dy — f(y)dy

0
F(1/x)
ii. On en déduit donc que Vx > 0, F(xz) = 2F (1) — F(1/x). Par ailleurs, F' est une fonction continue en 0 donc, par
caractérisation de la continuité par les limites, F(y) ——O—> F(0) = 0 par définition de F'. Puis, par composition dans les
Yy—
limites, F'(1/x) —— 0. Par conséquent, 2F (1) — F(1/x) — 2F(1). On en déduit donc F(z) —— 2F(1).
r—+00 T—+00 x—+00
On en déduit donc o = limy,_ 1o F'(x) = 2F (1) par définition de .

(b) i. Ona f(n) = \/# ~ n% Donc Y" f(n) converge par comparaison de SATP et par séries de Riemann.



ii. La fonction f est décroissante sur R, donc Vn € N et Vt € [n,n+ 1], f(n+ 1) < f(t) < f(n). La fonction f
étant continue sur R, on peut intégrer chacun des termes de chacune de ces inégalités. Et la croissance de I'intégrale
nous donne alors, Vn € N,

n+1 n+1 n+1

f )= [ v [ @< sm = [ s

n

En sommant alors ces inégalités et en utilisant la relation de Chasles, on obtient, VIV € N,

N N+1 N+1 N
S fn+1) =3 fn) < /0 fydt < 3 f(n) )
n=0 n=1 n=0

En faisant un petit décalage, on obtient également, VN > 1,

N N N-—1
S < [ i< Y fn)
n=1 0 n=0
N N
— N1, Y ) <1 +/ F(#)dt = F(N) +1 car £(0) = 1 (3)
n=0 0

Mais F' est une fonction croissante sur R qui converge vers a en +00, donc le théoreme de la limite monotone nous
permet d'avoir Vx > 0, F(z) < a.

Ainsi, VN >1, 0on a 27]:[:0 fn) <14+ F(N) <14, ot 1+ « est indépendant de N.

Par ailleurs, f est une fonction strictement positive. Donc la série Y~ f(n) est une série a termes positifs donc les
sommes partielles sont majorés. Le critére de convergence des séries a termes positifs nous re-donne alors la convergence
de la série Y f(n) (mais pas la somme).

En reprenant I'inégalité de droite de et I'inégalité de gauche de , on trouve l'inégalité, YN > 1,

N
F(N+1) <) f(n) <1+ F(N)

n=0

On sait maintenant que chacune des trois suites intervenant dans cette inégalité sont convergentes. Comme le passage
a la limite conserve les inégalités larges, en passant a la limite, on a donc

+o0o
aSZf(n)Sl-l—a
n=0

Probléme 2 :

1. (a) Cest une question de cours.

Le produit polynomial est bilinéaire et I'intégrale est linéaire, donc (P, Q) — (P|Q) est bilinéaire. La commutativité
du produit polynomial donne la symétrie. La positivité de I'intégrale fourni la positivité de ce qui sera bientét un produit
scalaire. Et le caractére définie provient du fait que I'intégrale nulle d'une fonction continue de signe constant entraine
la nullité sur I'intervalle de la fonction. Et un polynéme ayant une infinité de racines est le polynéme nul.

(b) Soit P,Q,R € E et X € R. Alors

B(AP + Q,R) = (X(AP + Q)|R) = A (XP|R) + (Q|R) = \®(P, R) + ®(Q, R)



Donc @ est linéaire a gauche.
O(P,AQ + R) = (XPIANQ+ R) =X (XP|Q)+ (XP|R) = \®(P,Q) + ®(P,R)

Donc @ est linéaire a droite. Et donc ® est bilinéaire.
Puis
1

o(P,Q) = (XP|Q) =/ zP(1)Q(1)dt = (PIXQ) = (XQ|P) = ®(Q, P).

-1
Donc ® est symétrique.
2. On suppose Jp € L(E,) tel que VP, Q € E,, (Ple(Q)) = (P, Q).
(a) Soit P,Q € E,. Alors

(Ple(Q) — XQ) = (Ple(Q)) — (P|XQ) linéarité a droite
=®(P,Q)— 2(Q,P) def @ et ¢
=0 ® symétrique

Donc VQ € E,,, (VP € E,, ¢(Q) — XQ L P).

(b) Soit Q € E,,, deg(Q) < n — 1. On a toujours ¢(Q) — XQ € E;- d’aprés la question précédente. En particulier,
comme € L£(F,), deg(2(Q)) < n et deg(XQ) < n. Donc p(Q) ~ XQ € Ey. Et donc (¢(Q)~XQ) L (o(Q)— XQ).
Autrement dit, ||¢(Q) — X Q| = 0ou || - || est la norme euclidienne associée au produit scalaire. Et donc ¢(Q) = XQ.

(c) On suppose n = 2. D'aprés la question précédente, on a p(1) = X x 1 = X et o(X) = X x X = X2 Et
© € L(E3), donc p(X) = aX? +bX +c.
On a toujours p(X?) — X3 orthogonal 3 1, X et X?2. Ce qui s'écrit :

1 1 1
/ (at® + bt + ¢ — t3)dt = / (at® +bt* — t)dt = / (at* + bt + ct®> — t%)dt = 0
—1 —1 —1

ce qui donne%—kc:g_%_i_
2y _ 3
Et donc ¢(X*) = £ X.
(d) D’aprés la question précédente, on a

+ £ = 0. La résolution du systeme fournit a = c =0 et b = 3/5.

[SUIS]

p(1) o(X) @(X?)

00 O 1
M:Mat(LX’X2)(QD): 1 0 3/5 X
01 0 X?
On a alors
- 0 0
det(M —Xl3)=|1 —X 3/5
0 1 =X
= —)\(—1)1+1 _1)\ 3_/;?| dvpmt selon premiére ligne
3
= A\ = 2).
(-3

(e) Etdonc, par caractérisation de I'inversibilité par le déterminant, M —\I3 ¢ GL3(R) <= X € {0, /3/5,—/3/5}.
3. Soit P, € E,. Alors

(Plp(Q)) = 2(P,Q) def ¢
=o(Q,P) symétrie de ®
= (Qle(P)) def ¢
= (p(P)|Q) symétrie du produit scalaire

et donc ¢ est un endomorphisme symétrique de F,,.



4. Soit (Uy,...,Uy) base orthonormale telle que V& € {0,...,n}, Jai € R, ¢(Uy) = o U.
(a) Soit P,Q € E,,. Comme (Up,...,U,) estune BONde E,,ona P =37 (P|Ux) Uy et Q = >_}_o (Q|Uk) U
Alors

(P, Q) = (Ple(Q)) def ¢
:<§<Prw> §<QIU> oAU >> inéarité
—<§<P!Ui> go QU U > o(Ur) = sl
_ f%f: (PIUL) (QIU;) (THU;) bilinéarité produit scalaire
:k;: ar (PIUL) (QIUR) (U, ... Uy) BON

(b) En reprenant la question précédente avec P = Q = Uj;, on a

Vi€ {0,...,n}, |as| = |og||Ui|?|

n
= > e (UilUR)!
= |2(U;, Us))|
1 —~
= / tU;(t)2dt
~1
1 —~
< / 11T (1) 2t
~1
1 —
S/ Ui (t)dt croissance de |'intégrale
~1
= |U:))?
=1
Supposons Ji € {0,...,n} tel que |a;| = 1. On a alors que des égalités dans le raisonnement précédent. Et donc, en
particulier,
1T 1 1 .
/ |t|U; (t)2dt = / Ui(t)?dt < / (|t| — U (t)*dt = 0 linéarité intégrale
~1 ~1 ~1
B T2 intégrale nulle d'une fonction
e vte[-11], (It - DUt =0 continue de signe constant
— Vte]-1,1[, Ui(t) =0
— vi=0 polmame v
infinité de racines
Mais si U; = 0, alors (Up, ..., U,) ne peut pas &tre une BON (perte de la norme 1 ou de la liberté). On a donc &,. Et

donc Vi € {0,...,n}, |ai| # 1.
Dot Vi € {0,...,n}, || < 1.
5. On pose Vk € {0,...,n}, v = (Ug|1).
(a) Pourk=1,0naVie{0,...,n}, (X|U;) = (p(1)|U;) = (1|U;) = (1|eU;) = o (1|U;) = v
Supposons 3k € {1,...,n — 1} tel que Vi € {0,...,n}, <

i) = (p(X") i>

> = af~;. Alors

<Xk+1




- <Xk’<,0(UZ-)> © symétrique

— <Xk @iUi> def U;
= q <Xk UZ-> linéarité a droite
= Qi HR
= af“%’

Et donc, par récurrence, Vk € {1,...,n}, Vi € {0,...,n}, <X’c Ui> = afy;.
(b) Soit P € E,. Alors P(X) = S7_, ax X" avec ag, ... ,a, € R. Alors,

n
(P\U;) = Z ak <Xk UZ-> linéarité a gauche
k=0
n
= Z akaf% cf question précédente
k=0
n
=% Z akaf
k=0
=y P() def évaluation

(c) Soit i € {0,...,n}. D'aprés la question précédente, v;U;(c;) = (U;|U;) = 1. Et donc ; # 0 (sinon £,).

(d) Soit p € N tel que p+ 1 = Card({a;, 0 <i < n}). On pose Ry (X) = [T7_o(X — ).

Par construction, I, est a racines simples et ses racines sont ay, ..., ap.

Si p < n, alors deg(R,) = p+ 1 < n et donc R,, € E,. Alors, d'aprés la question précédente, Vi € {0,...,n},
<UZ‘RR> = ”yiRn(Cti) =0.

Or (Uy,...,U,) est une BON de E,, donc R, (X) = 7o (Ra|Ux) U = 0. B.

Et donc p > n. Sauf que p < n par définition, et donc p = n. Et donc les «; sont deux a deux distincts. Et donc
aussi deg(R,) =n+ 1.

(e) On pose

n

Vi€ {0,...,n}, Li(X)= U(X — o)
o

Soit j € {0,...,n}. Alors deg(L;) = n car deg(R,,) =n+ 1. Et donc L; € E,. Donc L; = > i'_4 (L;|Uy) Ui. Mais,

Vk € {07 cne >n}7 <LJ|Uk> = fykjj;(ak’)

Or VEk # 7, i};(ak) =0. Donc L; = fyji};(aj)Uj. Et ’ij;(aj) # 0. On pose alors p; = 7-L-1(a-)' Alors Uj = ;L.
7 J

U; étant de norme 1, on a

1= (UjlU;)) =y (Uj|L) = pjiLy(y)
(ce qui revient a utiliser la définition de 4;). De plus,
(11L;) = 75 Lj(ay) (L|U;) = 77 Lj ()

d'apres le début de la question.
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