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Le but de ce chapitre est de donner une intuition, de donner les prémices de I'analyse a plusieurs
variables. Ce chapitre ne sera donc pas complet. Il sera complété et généralisé en deuxieme année.
En particulier, la notion de continuité n'est pas I'objectif du programme et donc sera survolée. On
se contentera, par exemple, de fonctions de deux variables et a valeurs réelles. Ce qui sera généralisé
par des fonctions vectorielles en deuxiéme année (donc a valeur dans un espace vectoriel).



1 TOPOLOGIE DE R?

1 Topologie de R?

On rappelle que R? peut &tre muni de sa structure euclidienne canonique. On note donc, pour
z = (71,22) € R?, ||| = /22 + 3.

1.1 Boule ouverte

Définition 1.1 (Boule ouverte de centre a et rayon r) :
On muni R? de sa structure canonique. Soit a € R? et r > 0.
On note B(a,r) la boule ouverte de centre a et de rayon 7 :

B(a,r) ={z € R2, |z —al| <7}

Définition 1.2 (Boule fermée de centre a et de rayon r) :
On muni R? de sa structure canonique. Soit a € R? et r > 0.
On note B(a,r) la boule fermée de centre a et de rayon r :

Bla,r) ={x € R2, |z —all <7}

Remarque :
On notera que B(a,0) = 0 et B(a,0) = {a}.

Remarque (Autres normes de R?) :
On peut définir deux autres normes ‘“classiques” sur R? : la norme 1 et la norme co par ||/ =
max(|x1|, |xe|) et ||z]1 = |z1] + |x2|. On obtient alors des boules différentes pour ces deux autres
normes.

On notera que les notions de topologie (ouverts, fermés, continuité etc) qui vont suivre, ne
dépendent pas de la topologie utilisé, et donc du choix de la norme sur R?. En effet, sur R? les normes
sont dites équivalentes, c'est-a-dire qu'on a ||z]joo < [|7]l1 < 2[|2]l0 €t [|Z]loo < |IZ]l2 < V2|7l c0.-

Donc, quitte & diviser (ou multiplier) par un coefficient 2 ou /2, on peut passer de la boule ouverte
pour la norme 2, a la boule ouverte pour la norme oo ou encore a la boule ouverte pour la norme 1.

Ba(a,r)

S

B?o (”’7 /")
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1.2 Topologie de R?

Définition 1.3 (Point intérieur a un ensemble) :
On muni R? de sa structure euclidienne canonique. Soit A C RZ et a € A.
On dit que a est un point intérieur de A si 3r > 0 tel que B(a,r) C A.

Définition 1.4 (Ouvert de R?) :
On muni R? de sa structure euclidienne canonique. Soit A C R2.
On dit que A est un ouvert de R? (pour la topologie induite par la norme 2), si tout point de
A est intérieur 3 A, i.e.
Va € A, Ir >0, B(a,r) C A.

Définition 1.5 (Fermé de R?) :
Soit A C R?.
On dit que A est un fermé de R? si A = R?\ A est un ouvert de R?.

Remarque :
Autrement dit, A C R? est fermé si Vz ¢ A, 3r > 0 tel que B(a,r)N A = ().

Exemple 1.1 :

L'ensemble ]0,1[> est un ouvert de R%. En effet, si a = (a1, as) €]0,1[2, alors en prenant r =
vmin(ay, 1 — ay,az,1 —a2)/2, r > 0 et B(a,r) C]0,1[%. En effet, si x € B(a,r), alors |la — z||* <
r donc (a1 — 21)? + (a2 — 22)? < r2. En particulier, |a; — 71| < r et |ag — 3] < r. Donc
x1 €]ay —r, a1 + r[C]0, 1] et de méme, x5 €]0, 1[. Donc = €]0, 1[2.

Remarque :
Il existe des ensembles qui ne sont ni ouverts, ni fermés. Il existe méme des ensembles qui sont a la
fois ouvert et fermé (on appelle ces ensembles des clopen).

Dans R, [0, 1] n’est ni ouvert ni fermé. Dans R?, [0, 1[% est également ni ouvert, ni fermé. En
effet, (0,0) € [0, 12 mais Vr > 0, B(0,7) ¢ [0, 1[% car (—v/7/2,0) € B(0,7) et (—/7/2,0) ¢ [0, 1[2.
Donc [0, 1[% n'est pas ouvert. Et de la méme maniere, R?\ [0, 1[? n’est pas ouvert a cause du point
(1,1). Donc [0, 1] n'est pas fermé.
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Proposition 1.1 (Premiers ouverts) :

On a

(i)
(i)
(iii)
(iv)

R? et () sont des ouverts de R2.
Une boule ouverte est un ouvert.
Une boule fermée est un fermé.

Un singleton de R? est fermé.

Proposition 1.2 (Topologie et relations ensemblistes) :

On a

(i)
(i)
(iii)
(iv)

Toute réunion quelconque d'ouverts est un ouvert.
Toute intersection finie d'ouverts est un ouvert.
Toute réunion finie de fermés est un fermé.

Toute intersection quelconque de fermés est un fermé.

Démonstration :

(i)

(iii)

(iv)

Soit I un ensemble (quelconque) et (U;);cs une famille d'ouverts de R On pose U = U;¢; Us
Soit x € U. Alors 3j € I tel que z € Uj, par définition de la réunion. Comme U est un ouvert,
JIr > 0 tel que B(z,r) C U;. Alors B(x,r) C U. Et donc, par définition, U est un ouvert de
R2.

Soit n € N*, (Uy,...,U,) une famille de n ouverts de R?. Soit x € U = (I, U;. Alors,
Vie{l,...,n}, x € U;. Donc, Vi € {1,...,n}, Ir; > 0 tel que B(z,r;) C U;. On pose alors
r = min(ry,...,r,). Alors Vi € {1,...,n}, B(z,r) C B(z,r;) C U;. Et donc B(z,r) C U.
Donc U est un ouvert.

Soit n € N* et (F1,...,F,) des fermés de R%2. On pose F = |JI"; F;. On pose également
Vi e {1,...,n}, Uy =R?\ F;. Alors les U; sont des ouverts de R?. Puis,

<G Qe s ()

Donc F est le complémentaire d'un ouvert et donc c’est un fermé.

On raisonne de la méme maniére.
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2 Continuité d’'une fonction de deux variables

2.1 Fonction de deux variables

Définition 2.1 (Fonction de deux variable a valeur réelle) :
Une fonction de deux variables a valeur réelle est une fonction f : A — R ot A C R%2. Comme
toute fonction, elle est donc définie par un ensemble de départ qui est sous-ensemble de R?, un
ensemble d'arrivée inclut dans R et son expression.

L'ensemble de définition d'une fonction de deux variables correspond au sous-ensemble de
tous les couples de R? pour lesquels I'expression de la fonction est bien définie.

Exemple 2.1 :

L s ) . . . In(z+vy)
On considére I'application f : (z,y) — e

Alors f est définie sur {(z,y) € R?, = +y > 0}.
On peut considérer aussi
(R})? — R

In(z+y)

(xay) — \/m

g est définie sur (R%)? mais le domaine de
définition est le méme que f.

0

g:

Définition 2.2 (Graphe d'une fonction de deux variables) :

Le graphe d’'une fonction de deux variables est un sous-ensemble de R? x R qui est identifier a

R3. Par définition, si A C R%? et f: A — R, alors Gr(f) = {(z,y, f(x,y)) € R3, (z,y) € A}.
Le graphe d'une fonction de deux variables est donc une sorte de nappe de |'espace. Le plan

horizontale correspond au domaine de définition de la fonction f et en chaque point de ce plan,

la fonction f donne une “altitude” au dessus.
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| 4

Définition 2.3 (Fonctions partielles) :
Soit A C R% et f: A — R une fonction de deux variables.

En tout point (a,b) € A, on peut associer deux fonctions partielles : fo, : y — f(a,y) et
fip sz = f(x,b). Pour fs,, la premiére coordonnée est fixée et est donc un paramétre. Pour
f1,5, C'est la deuxiéme coordonnée qui est fixée et qui devient le parameétre.

Remarque :
Les fonctions partielles sont des fonctions d'une variable réelles a valeur réelle. On peut donc les
étudier en utilisant tout ce qui a été vu dans les chapitres d'analyse précédents.

2.2 Continuité

Dans tous le cours, pour simplifier les choses, on considére les fonctions définies sur un ouvert
de R2. 1l n'y a donc pas de probléme “au bord”, avec des sens de déplacement qui serait tronqués.
En tous les points, on peut se déplacer dans toutes les directions (du plan) sans “sortir” du cadre.

On pourrait évidemment généraliser I'étude a des ensembles de définition quelconque, donc avec
des bords éventuels. Mais ce n'est pas |'objectif du programme. Le but est de fournir une premiére
approche un peu simpliste pour se familiariser avec les problématiques des fonctions de plusieurs
variables en vu d'une généralisation plus facile I'année prochaine.
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Définition 2.4 (Limite d'une fonction de deux variables) :
Soit U C R? un ouvert de R?. Soit f: U — R et (z0,0) € U un point dans I'adhérence de U.

Soit ¢ € R.
On dit que f tend vers £ en M si :

Ve >0, I >0, Y(z,y) €U, 0<|(x,y) — (xo, o)l <n = [f(x,y) — f(zo,v0)| <e.

Proposition 2.1 :
Les méme propriétés sur les limites pour les fonctions d’une variables réelle s'appliquent encore

pour les limites de fonctions de deux variables.

11t ATTENTION !!! |I

A La notion de limite en I'infini n'a pas vrai-
ment de sens pour des fonctions plusieurs. Le
probléme vient du fait qu'il y a une notion
d'infini par direction du plan. Autrement dit, il
existe une infinité d'infini possible.

Définition 2.5 (Continuité en un point) :
Soit U un ouvert de R% et f : U — R. Soit (x0,y0) € U.
[ est dit continue en Mo si im(, y) . (20,40) f (7, y) = f(Z0,%0)-
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Proposition 2.2 (Propriétés des fonctions continues) :
On a les propriétés de bases suivantes sur les fonctions continues :

(i) L'ensemble des fonctions continues en (g, o) est stable par addition et produit.

(ii) Si f et g sont continue en (zg, yo) et g(xo,yo) # 0, alors g est continue en (zg, o).

Proposition 2.3 (Continuité des polynémes et fractions rationnelles) :
Les fonctions polynomiales en x et y sont continues sur R? et les fractions rationnelles en x
et y sont continues sur leur ensemble de définition.

Proposition 2.4 (Continuité et fonctions partielles) :
Soit U un ouvert de R?, (zg,y0) €U et f: U — R.

Si f est continue en (zg,yo), alors les fonctions partielles fa ,, et fi4, en (zo,yo) sont
continue en yo et xg respectivement.

11t ATTENTION !!! |I
A La réciproque est fausse !

Il ne suffit pas que les deux fonctions partielles en un point soient continue pour que la
fonction le soit. Le probléeme vient précisément de la profusion de direction selon laquelle
on peut se déplacer. Or les deux fonctions partielles ne permettent que de se déplacer selon
les deux directions des axes de la base canonique de R?. Mais on ne tests pas les autres
directions de déplacements.



@
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Contre-exemple :

On considére la fonction

R?2 = R
Py o {—;yL (2,9) # (0,0)
0 (%,y)Z(O,O)

Les applications fi1o: 2z — f(z,0) =0et foo:
y — f(0,y) = 0 sont constantes nulles donc
continues. Mais Vz # 0, f(x,z) = 1/2. Donc
f n'est pas continue en (0, 0).

Proposition 2.5 (Continuité et composition) :
Soit U C R? est un ouvert, I C R un intervalle, f : I — R continue et g : U — R continue
et g(U) C I.

Alors fog:U — R est continue.

Démonstration :
La démonstration est la méme que pour les fonctions d'une seules variables. Il suffit d'adapter la
démonstration et en particulier la notion de limites au cas des fonctions de deux variables. O

Remarque (Coordonnées polaires) :
Pour étudier la continuité d'une fonction en (0,0), on peut utiliser les coordonnées polaires. En effet,
en considérant les coordonnées polaires (r,6) (avec r > 0) d'un point (x,y) # (0,0), on a alors
I'équivalence (z,y) — (0,0) <= r — 0. On se raméne alors a un probléme en une seule dimension.
L'idée est que pour tendre vers (0,0), comme pour le cas d'une seule variable mais avec “les
degrés de libertés supplémentaires”, ¢a ne doit pas dépendre de la fagon dont on se rapproche de
(0,0). Et c’est ce que traduit les coordonnées polaires : peu importe I'angle § qu'on a avec la droite
des abscisses, on se rapproche quand méme de (0,0).
Evidemment, cette remarque peut aussi servir pour montrer qu'une fonction n'est PAS continue
en (0,0). Si la limite dépend de I'angle d’incidence, par exemple.
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Exemple 2.2 :

On consideére la fonction f définit par

R? R
(e.y) {<x3+y2>ln<x2+y2> (2,9) £ (0,0)
| 0 (fl«“ay)=(0,0)

RIN

Montrer que f est continue sur R?.

Exemple 2.3 :
La fonction définie par f(z,y) = E%g est continue selon toutes les droites par (0,0) mais n'est pas
continue en (0,0).

10
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3 Dérivées partielles

3.1 Fonction de classe C!

Définition 3.1 (Dérivées partielles d'ordre 1) :
Soit U C R? un ouvert, (zg,90) €U et f: U — R.

= Si la fonction partielle fi 4, : © — f(z,y0) est dérivable en xg, alors on dit que f admet
une dérivée partielle d’ordre 1 en (xq,yo) par rapport a x et on note

g;}:(ﬂﬁo,yo) = f1,(x0) = lim f(z,90) — f(@o,90)

T—XQ T — X0

= Si la fonction partielle fo ., : ¥y — f(xo,y) est dérivable en g, alors on dit que f admet
une dérivée partielle d’'ordre 1 en (g, o) par rapport a y et on note

6 J—
5£($0>y0) = fé’xo (yo) — yh_g}o f(.Tan; — 5(51'073/0)

= Si f admet une dérivée partielle d'ordre 1 par rapport a = (resp. par rapport a y) en tout

point (zo,yp) de U, on dit que f admet des dérivées partielles d'ordre 1 par rapport a

(resp. y) sur U. On définit alors deux nouvelles fonctions de deux variables % et %'

Remarque (Notations) :
Les dérivées partielles peuvent également se noter sous la forme Dy f(z,y) et Dsf(x,y) pour les
dérivées partielles par rapport a la premiere variable et par rapport a la seconde variable respective-
ment. Ces notations sont plus cohérentes par rapport a ce qui se passe réellement, mais elles sont
peu usitées (et pas clairement explicitement au programme).

En fait, pour les dérivées partielles, on dérive par rapport a une position, plus qu'une variable. Bien
comprendre ca est fondamentale pour ensuite bien comprendre ce qui se passe avec des compositions.

Définition 3.2 (Fonction de classe C!) :
Soit U C R? un ouvert de R?, f: U — R et (z9,y0) € U.
On dit que f est de classe C! en (xg,0) (resp. sur U) si f admet des dérivées partielles en

(x0,y0) (resp. sur U) et si % et g—; sont continue en (zq, yo) (resp. sur U).

Remarque (Différentiabilité) :

En fait, les dérivées partielles correspondent a la notion de dérivée (au sens des fonctions d'une seule
variable) en considérant la fonction obtenue en se déplagant selon les deux axes au point (zg, yo).
Mais, a l'instar de la notion de limite, en se déplacant selon une autre direction, on pourrait ne pas
avoir de dérivabilité. Il faut donc définir la notion plus générale de dérivée directionnelle : si a € U

11
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et u € R? (la direction selon laquelle on se déplace)

o) = iy L0 10 S0

L'application d, f s'appelle la différentielle de f en a.
Les dérivées partielles sont alors les dérivées directionnelles en un point selon les deux directions
des des axes. Autrement dit

of of
%(x(), yO) - d(xo,yo)f(la 0)7 a_y(x()a yO) - d(xo,yo)f(oa 1)

Il peut y avoir des directionnelles selon certaines directions mais toutes. Si la différentielles existe
en a € U, alors toutes les dérivées directionnelles existent aussi (en particulier les dérivées partielles).
En revanche, une fonction peut avoir des dérivées directionnelles selon toutes les directions en un
point a € U sans qu'elle admette une différentielle en a.

Exemple 3.1 :
On considere I'application f : (x,y) — 2%y +y?+ 3x. f est une fonction polynomiale en x et i donc
f est continue sur R?. Soit (xg,y0) € R2. Alors

2 2
— — 3(x —
r — X0 T — X0 T—T(

et
2 2 _ .2
T — J(x xHly — +y° -
f(@o,y) = [0 90) _ 5(y —w0) +¥° — 4o — 22yt 22+ 20
Y—Yo Y—Yo Yy=Yo
Donc f admet des dérivées partielles en tout point de R2. Donc f admet des dérivées partielles sur
R? et

0 0
Ve e R, O (ey) = 20y + 3 3—§<x,y> — 24y,

T Oz

12
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Exemple 3.2 :
On considere I'application f : (z,y) — e*¥ + In(x — y).

f est définie sur U = {(z,y) € R?, & > y}. C'est un ouvert de R?. En effet, si on note
D la droite d'équation z —y = 0, alors D = Vect(e;) avec e; = (%,%) e1 est unitaire et
e2 = (1/4/2,—1/4/2) est normal & D et unitaire. Alors la distance de (a,b) € U 3 D est r =

lppL(a,b)|| = | {(a,b)le2) ea|| = a—\g’. Et donc si (z,y) € B((a,b),r/2), alors z —y > a — % —

b— “—J; = \/\5/51((1 —b) > 0. Donc B((a,b),r/2) C U. Et donc U est bien un ouvert.

Soit (zg,yo) € U. On considére fy, : y — e™tY +1In(xg —y) et fy, : @ — "% 4 In(z —yo) qui
sont définie sur | — oo, zo[ et |yo, +0o[ respectivement. Ce deux applications sont continues (en tant
que fonction d’'une seule variable). En particulier, elles sont continue en yg et x( respectivement.
Donc toutes les applications partielles de f sont continues en tous les points de U, donc f est
continue sur U.

Soit (xg,y0) € U. Alors fy, et f,, sont dérivables en yy et z( respectivement (en tant que
fonction d'une seule variable). Et donc f admet des dérivées partielles sur U avec

of 1 of

1
% U, == — "ty S = ™ty — :
(@,y) €U, Z-(w,y) =e t ay(w,y) e pra—

De plus, en tant qu'applications de deux variables, les deux dérivées partielles sont continues (les
4 fonctions partielles des 2 dérivées partielles sont continues sur U), donc f est de classe C! sur U.

11! ATTENTION !!! |I

Il n'y a pas d'équivalences entre la continuité et |'existence de dérivées partielles : une fonction
peut avoir des dérivées partielles en un point sans étre continue en ce point.

13



3 DERIVEES PARTIELLES 3.2 Gradient et développement limité

Contre-exemple :

On considére la fonction

RZ2 = R
;. S (5y) £ (0,0)
() {o+ (2.9) = (0,0)

Les applications fio:x — f(z,0) =0et fo:
y — f(0,y) = 0 sont constantes nulles donc
continues. Mais Vz # 0, f(x,z) = 1/2. Donc
f n’est pas continue en (0, 0).

Mais = +— f(x,0) = 0 est dérivable en 0.
I:a)]?nc %(O, 0) existe et %(0, 0) = 0. De méme,
8(0,0) = 0.

3.2 Gradient et développement limité

Théoréeme 3.1 (Développement limité d’ordre 1) :
Soit U C R? un ouvert. Soit f € C1(U,R) et (z0,v0) € U.
Alors

F(z0 + by + k) £ (@0, 90) + 2L (0, o) + k2L (20, 90) + (| 1 1.

(hF)=(0,0) ox dy
On peut écrire cette relation sous la forme :
of of
flzyy) = f(zo,y0) + (z — 20) 5= (20, %0) + (¥ — Yo) 5 (20, yo) + o([[(z — 20,y — yo)||)-
()= (20,30) ox oy

La notion de convergence et le o utilise la norme de R?, en I'occurrence, la norme 2. Donc ici, on

peut remplacer o(||(h, k)||) par o(v/h? + k2).

Démonstration (Sketch) :

On considere la surface de R3 d'équation z = f(z,y) (qui correspond donc & la surface dessinée par
le graphe de f). La quantité f(xzo + h,yo + k) — f(zo,yo) mesure donc |'écart de hauteur entre un
point de la surface proche de (xo, Yo, f(x0,y0)) et ce méme point.

Or, en prenant un voisinage de (xo,yo, f(z0,y0)) suffisamment petit, on peut approximer la
surface par son plan tangent (a I'instar de la dimension 1 ot I'on peut approximer une courbe par
sa tangente sur un voisinage suffisamment petit). Donc, on peut approximer la différence f(xo +
h,yo + k) — f(xo,yo) par un point du plan tangent a la surface en (o, yo, f(x0,y0)) avec un petite
erreur qui dépend de I'éloignement du point que |'on considére au centre du voisinage.

14
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Or, en (z0, o), on a les deux dérivées partielles %(:co, Yo) et g—y’;(mo, Yo) qui donnent les variations
dans deux directions perpendiculaire. Ce qui permet d'obtenir I'approximation du théoréme. O

Définition 3.3 (Gradient) :
Soit U C R? un ouvert, f: U — R et (zg,y0) € U tel que f soit de classe C! en (z0, o).
On appelle gradient de f en (xq,yo), noté grad f(xo,yo) ou V f(xo,yo), par

grad f(zo,y0) = Vf(20,%0) = (gi(ﬂio?yo)a %(%;%)) € R

Proposition 3.2 (Développement limité par le gradient) :
Soit U C R? un ouvert et f € CY(U,R). Soit (z0,y0) € U.
Alors

flo+hyo+k) = f(zo,90) + ((h, k)|[V f(x0,y0)) + o([[(h, k)I]).

(hyk)—(0,0)
La encore, on peut reformuler cette relation avec les différentes notations :

f(z,y) = f(zo,y0) + ((z — 20,y — vo)lgrad f(z0,%0)) + o(|[(x — z0,y — yo)l|)-

(z,y)—(z0,v0)

Démonstration :

C'est évident compte tenu du fait qu'on utilise le produit scalaire canonique de R? et I'expression du
produit scalaire dans un BON. O
Remarque :

Le gradient de f en (xg,yo) donne la direction, en (xg, o), selon laquelle la fonction croit le plus
vite.

15
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3.3 Dérivées partielles et composition

3.3 Dérivées partielles et composition

Définition 3.4 (Dérivée directionnelle) :

dof(0) = fn

Soit U C R? un ouvert de R? et f: U — R. Soit a € U et v € R
On définit /a dérivée directionnelle de f selon v en a par la limite, si elle existe :

fla+hv) — f(a)
h

Remarque :

Cette définition a bien un sens car U est un ouvert et a € U. Donc, 3r > 0 tel que B(a,r) C U. Et

pour h assez petit (précisément pour h < ﬁ)

a+ hv € B(a,r) CU.

Proposition 3.3 (Expression de la dérivée directionnelle par le gradient) :

Soit U C R? un ouvert et f € CY(U,R), a € U
Alors

dof(v) = (V

Démonstration :

et v € R2.

fla)lv).

On note a = (xg,y0) et v = (z,y). Alors, par |'expression du produit scalaire par le gradient,

fla+ hv) = f(xo + hx,yo + hy)
20, Y0) + (V f (2o, yo)|(ha, hy)) + o(||(hz, hy)||)

o 1
= F(w0,50) + B (0, 30) (2, ) + ohl| (2, )]
el

a)+h(Vfa

D’ou, par unicité de la limite,

)|v) + o(h)

dof(v) = (V[f(a)lv).

Proposition 3.4 (Lien entre dérivée directionnelle et dérivée partielle) :
Soit U C R? un ouvert et f € C1(U,R). Soit (a,b) € U.

Alors of
%(CL, b) - d(a,b)f(LO)a

0
&J;(aa b) = d(a,b)f(ov 1)
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3 DERIVEES PARTIELLES 3.3 Dérivées partielles et composition

Démonstration :
Il suffit d'appliquer les définitions :
8f T f(:v,b)—f(a,b)
Ox g @0 = %13% h
h—0 h
h—0 h
= d(ap) f(1,0).
Et de méme pour |'autre dérivée partielle. O

Donc les dérivées partielles sont les dérivées directionnelles en un point selon les vecteurs directeurs
unitaires des axes.

Théoreme 3.5 (Régle de la chaine) :
Soit U C R? un ouvert, I C R un intervalle. Soit f € C1(U,R) et z,y € C(I,R) telles que
viel, (z(t),y(t)) e U.

Alors la fonction ¢ : t — f(x(t),y(t)) est de classe C! sur I et

Vi e 1, @(t) = (1) 92 (a(0), y(0) + 5/ (1) o

y(év(t),y(t))-

Démonstration :
Soitt € I et h € R* tel quet+ h € I. On a encore (z(t + h),y(t+ h)) € U. Et

o(t+h)
— (ol + ).yt + 1)
= (=) + ha'(t) + o(h), y(t) + hy/(t) + o(h)) carac DL et dériv
=S @®),y(0) + (ha' (1) + (h))af( (£).5(8)) + (hy/(8) + o(h)) gh (x(8), y(8)) + ol[|(ha' (1) + o(h), hy/ (t) + o())]]
= @(®),90) + (057 (<>y(t))+y’<t>§£<x(t>,y<t>>)h
+ (G2 ale),0) + 20,50 ) ob) + okI(2'(6) + (1) 5/(8) + o))
=0+ (# 0L e, <t>>+y<t>%<x<t>,y<t>>)h+o<h>

Par caractérisation de la dérivabilité par les DL, ¢ est donc dérivable en ¢ (et donc sur I) et ¢/(t) =
2 () g (@ (), y(D) + ¥ () gl ((t), y (D). m

17



3 DERIVEES PARTIELLES 3.3 Dérivées partielles et composition

Remarque :

La fonction «y : ¢t — (z(t),y(t)) correspond a un chemin, un arc, dans I'ouvert U. Donc la fonction
¢ correspond a un arc sur la surface d'équation z = f(x,y). C'est une fonction d'une variable réelle
dans R. Et sa dérivée correspond donc aux variations de f en se déplagant selon I'arc ~.

Proposition 3.6 (Expression de la régle de la chaine avec le gradient) :
Soit U C R? un ouvert, I C R un intervalle, f € C1(U,R) et x,y € C1(I,R) telles que V¢ € I,

(x(t),y(t)) € U. On pose v : t — (z(t),y(t)).
Alors fo~y € CHI,R) et
Vtel, (for)(t) = (V)Y @)

De nouveau, il est possible de faire varier les notations.

Démonstration :
C'est évident compte tenu de |'expression du produit scalaire dans un BON et avec +/(t) = (2/(t), v/ (t)).
]
Proposition 3.7 (Régle de la chaine généralisée) :
Soit U, Q) deux ouverts de R?. Soit z,y € C*(O, R) telles que V(u,v) € O, (z(u,v),y(u,v)) €
Q. Soit f € CY(Q,R) et F définie sur O par F(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)).
Alors F € C1(O,R) et ¥(u,v) € O,
0 0 i
95 (u,v) = G (a(u, v), y(u, v) 55 (u, 0) + G (@ (u, v), y(u, ) 52 (u, v)
6 0, é 0 0
9E (1, 0) = 9L ((ut,v), (o1, v) 2 (1, 0) + &L ((u, 0), (1, 0)) 2 1, )
Démonstration :
I suffit d’appliquer le théoréme précédent aux applications u — F'(x(u,v), y(u,v)) et v — F(z(u,v), y(u,v)).
U
Remarque :

Attention aux notations. La “variable apparente” au dénominateur des dérivées partielles ne sont pas
vraiment des variables. Elles correspondent plutét a des indication de place : on donne un nom a la
premiére variable et on dérive par rapport a la variable en premiere position, en utilisant son nom
que I'on identifie a la position.
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La seconde notation proposée pour les dérivées partielles est plus cohérente de ce point de vue.
Rajouter du formalisme et insister sur les notations peut alors permettre de pouvoir s'en sortir.

Exemple 3.3 :
Soit f: (z,y) = In(1+2%) —zy et ¢ : (u,v) » u+vetp: (u,v)—u—v. Calculer les dérivées
partielles de g : (u,v) — f(e(u,v),¥(u,v)).

Onag: (u,v) = In(1+u? +v2+2uv) —u? +v% @, ¥, g et f sont de classe C' sur R?. Et

of 2x af
RQ - = — t — —
V(z,y) €RY, 2= (2,9) it ay(ﬂ«",y) x
et
g—i(u, v) =1
9 =1
V(u,v) € R?, gg;(“’ ?) _
%(u7v) =1
g—f(u,v) =-1
De plus, en tant que fonction de deux variables, on a
v RQ %<u’v):%_2u
(u,’U) 6 bl @(u ’U) o 2U+2’LL + 2’[)
v\ T 14+u?+v2+2uv
Enfin, V(u,v) € R?,
L (o, v), v (w, 0)) 52 (1, 0) + G (0, 0), (u, 0)) G2 (u,0) = Tty — (u—v) = (u+v
0 0 0 2] 2(u+v
O (o, v), 9 (w, 0)) 52 (1, 0) + G (0, 0), 9(u, 0)) G2 (1, v) = LDy — (u—v) = (u+v)(~1)

Définition 3.5 (Lignes de niveau) :
Soit U C R? un ouvert et f : U — R une fonction de classe C'. Soit k € R.
On appelle ligne de niveau k de f I'ensemble {(z,y) € U, f(z,y) = k}.

Proposition 3.8 (Lignes de niveau) :
Soit U C R? un ouvert et f : U — R une fonction de classe C'. Soit k € R.

La ligne de niveau k de f correspond a I'intersection de la surface d'équation z = f(z,y)
et du plan d'équation z = k. Le gradient de f est orthogonal aux lignes de niveau de f.
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Démonstration :
Soit (x0,y0) € U. On pose k = f(xo,v0) et Cr = {(z,y) € U, f(x,y) =k} la ligne de niveau k de
f.
Soit 7 un arc de classe C! sur la ligne de niveau k de f paramétré par le segment | — 1, 1] tel
que v(0) = (z0,¥o). Autrement dit, on considére v :] — 1,1[— C}, de classe C! et v(0) = (0, yo).
Alors, Vt €] — 1,1], f(v(t)) = f(zo,y0) = k. Donc f est constante le long du chemin . Par
composition, f o~y est dérivable et par la régle de la chaine,

Vi€l —1,1[, 0= (for) () =(VF(v)|¥ (1))

En particulier, en ¢t = 0, 0 = (grad f(z0,v0)|7'(0)).

Donc grad f(zo, yo) est orthogonal a la tangente a I'arc 7y en (z¢, yo). Et donc grad f(z¢, yo) est
orthogonal a la ligne de niveau k de f en (z,y0). Donc le gradient est orthogonal a toute la ligne
de niveau. O

Remarque :
Le gradient est orthogonal a toutes les lignes de niveau. Par conséquent, en un point donné, passe
une seule ligne de niveau. Le gradient y étant orthogonal, il est donc orienté dans la direction de plus
grande pente en ce point la.

Autrement dit, le gradient permet, en tous les points ou il est défini, de repérer la direction dans
laquelle f varie le plus en ce point la.

4 Extremums d’une fonction de deux variables

Définition 4.1 (Minimum local, maximum local) :
Soit U C R? un ouvert. Soit f: U — R et (zq,y0) € U.

On dit que f admet un minimum local en (zg,yo) (resp. maximum local) si il existe un
voisinage V' de (zg,yo) dans U tel que Y(z,y) € V, f(x,y) > f(zo,y0) (resp. ¥(x,y) € V,
f(z,y) < f(zo,90))-

Exemple 4.1 :
Si on considére la fonction f : (z,y) — 2%+ 42, f est définie sur R? et £(0,0) = 0 et ¥(z,y) € R?,
f(z,y) > 0= f(0,0). Donc (0,0) est un minimum local (et méme global) pour f.
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Définition 4.2 (Extremum) :
Soit U C R? un ouvert. Soit f: U — R et (x9,y0) € U.
Le point (zg, o) est un extremum de f si c'est soit un maximum, soit un minimum de f.

Définition 4.3 (Extremum globaux) :
Soit U € R? un ouvert, f: U — R et (zg,y0) € U.

Le point (2o, yo) est un minimum global (resp. maximum global) de fsiV(z,y) € U, f(z,y) >
f($03y0> (resp' \V/(l',y) eU, f(m,y) < f($o,yo))-

Un extremum global est un point qui est soit un minimum global, soit un maximum global

de f.

Définition 4.4 (Point critique) :
Soit U C R? un ouvert, f: U — R et (0, y0).

Si f admet deux dérivées partielles en (xp,y0) et si %(mo,yo) =0= %(zo,yo), alors le
point (xg,yo) est appelé un point critique de f.

Proposition 4.1 (Caractérisation des points critiques par le gradient) :
Soit U C R? un ouvert de R?, f: U — R et (z9,79) € U tel que f admette deux dérivées
partielles en (zo, o).

Alors (o, yo) est un point critique de f, si, et seulement si, grad ,, ..y f = V f(x0,0) = 0.

Proposition 4.2 (Théoréme de recherche des extremums locaux) :
Soit U C R? un ouvert, f: U — R, (xo,y0) € U.

Si (z0,y0) est un extremum local de f sur U et si f admet deux dérivées partielles en
(x0,90), alors (zg,yo) est un point critique de f.

Démonstration :
On consideére la fonction ¢ : t — f(zo+1t,50). © est définie sur un ouvert de 0 dans R. f admettant
des dérivées partielles en (z,0), la fonction ¢ est donc dérivable en 0 et ¢/(0) = g—i(xo,yo).
De plus, comme (xq,yo) est un extremum local de f, O est alors également un extremum local
de ¢. Et donc, ¢'(0) = 0.
An raisonnant de la méme maniére avec ¢ : t — f(x9,yo + t), on obtient %(Cﬁo,yo) = 0. Et

donc (g, yo) est bien un point critique de f.
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4 EXTREMUMS D'UNE FONCTION DE DEUX VARIABLES

Exemple 4.2 :
Soit f : (x,y) — x2(1+y)? 4+ y*. Montrer que f est de classe C' admettant un minimum local non
global sur R2.

f est une fonction polynomiale, donc elle est de classe C! sur R?. Elle admet donc des dérivées
partielles en tout point et
of of

zy)=22(1+y)° et =(x,y) =32°(1+y)* +4y°.

2 —

On recherche les points critiques : soit (z,y) € R2.

2x(1 =0
Viy x( —l—y
21+y)2+42=0

r=0ouy=-1
<~

322(14+y)2+4y> =0

x—Oet4y =0
<~

y:—let —-4=0
<:>{ -

Donc f n'a qu'un seul point critique sur R? qui est (0,0) avec f(0,0) = 0.
De plus, V(z,y) € Rx] —1,1], f(z,y) > 0= f(0,0). Or Rx] — 1, 1] est un voisinage de (0, 0)
dans R?, donc f admet un minimum local en (0,0) (qui vaut 0).

Par ailleurs, f(z,z) = 2%(1 + z)? + 2* ~ 20 ——— o0 En particulier, 3z € R tel que

f(xo, o) < —1. Et donc (0,0) n'est pas un extremum global.
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111 ATTENTION ! |I

La réciproque est bien siir fausse ! C’'était déja faut dans R, c’est pire dans R2. Tout point
critique n’est pas un extremum. Mais tous les extremums sont des points critiques. Autrement
dit, la liste des points critiques contient la liste des extremums locaux.

Exemple 4.3 :
On considere f: (z,y) — (x — y)e™V.
f est définie sur R2, de classe C! et
of
ox

of

V(J:?y) € R2) (ZL‘, y) = (1 + Yy — y2)exy et 7($,y) = <_1 + xZ - ‘ry)exy

Donc si (z,y) € R?,

1+ 2)e™ =0
Vi(z,y) =0 < ( Y y)2

(-1 —zy+ax°)e™ =0
1 a2

PN +xy—y 0
—1—-zy+2-=0
l+ay—y*=0

<:>{2 ny Y Lo+ Lo+ Ly
- —y*=0
l+zy—y*=0

<:>{ Wy
r=youx=—y
r=yetl=0

— ou
r=—yetl—22=0
T=—y

<~
{x—:l:l/\/i

= (a,y) = £(1/V2,~1/V3).

f admet donc deux points critiques.

Mais
vt eR, f(t+ \f \[) V2e' 12 >\ 2/ = F(1/V/2, —1/V/2).
et
VieR, f(t+ Lo i) = (2t 4 V2)e (HVD? < \/ﬂ

V2 V2
En effet, si on pose g : t -+ (2t + v/2)e~(T1/V2? g est dérivable sur R, et

VEER, ¢'(t) = (2= 2(t + 1/V2) (2t + V2))e  H/VD® — _g4(y/2 4 t)e~ (H1/V2?

On a donc le tableau de variations
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t —00 -2 0 +00
g (t) — 0 + 0 -
0 \ 2/e
g /
—V/2/e \ 0

Donc (1/v/2,—1/4/2) n’est pas un extremum de f (c'est méme un point col de f).
Le méme raisonnement, montre que (—1/v/2,1/4/2) n'est pas non plus un extremum.

[11 ATTENTION !!! |I

A Il est trés important de se situer sur un ouvert pour que le théoréme de recherche des
extremums puisse marcher. L'ouvert permet d'éviter les effets de bords. On a déja vu des
contre-exemple dans R. Dans R?, les bords sont beaucoup plus grands, il y a donc beaucoup
plus de problémes, mais le principe est le méme.
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