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Probléme 1 (Autour des polyndmes cylcotomiques) :
On pose

n—1
VneN*, Vz€C, p(z) =) 2"
k=0

Partie 1 : Généralités

1. Soit n € N* et z € C. Alors

n—1

(1—2)P,(2) = Z(zk — linéarité
k=0
=1-2" télescopage

2. Soit n € N*.

(a) Grace a la question précédente, on a

Vz2eC, —20,(z2+1)=(1—(142))P,(1+ 2)

=1—-(1+2)" cf (I
et
VzeC, 2—2)Pp(z—1)=(1—-(2—-1)P(z—1)
=1—(z—1". cf (I
(b) Soit z € C tel que (2 — 2)®,,(z — 1) + 2@, (2 + 1) = 0. Alors
2—=2)Pu(z—1)+2Pp(2+1)=0 <<= 1-(z—-1)"—-1+(2+1)"=0 cf [2]

= (z+1)"=(E=-1)"
= Fke{0,....n—1}, z4+1=(2— 1)
e« Jke{0,...,n—1}, (1—e23'?”)z:—(1+e%)

Mais si k = 0 dans la relation précédente, alors on aurait 0 = —2 ce qui bien siir méne & &. Donc k # 0. D’ol

(2=2)P,(z2—1)+2P,(2+1)=0 < Jke{l,...,n—1}, (1—e2ifﬂ)z:—(1+e¥)
2ikm
1+e™m
1 2ikm
_ et

<— Jke{l,....n—1}, z=—



— dke{l,....n—1}, z2=—

etkm/n (e—ikw/n + eikﬂ/n)

etkm/n (e—ikw/n _ eikﬂr/n)

2 cos(km/n)
— dk 1,...,n—1 =—-———"———FEul
e N —2isin(km/n) wer
1
— dk 1,...,n—1 = —.
€{l..mn—1} 2 itan(km/n)

D’autre part, cette équation est une équation polynomiale de degré n — 1 et a donc exactement n — 1 racines, comptées

avec multiplicité. On a donc toutes les solutions de |'équation.

3. Soit n € N avec n > 2. On pose w = e27/™,

(a) D'aprés la question 1, (1 —w)®,(w) =1 —w" =1—¢e%" =0. Orw # 1 car n > 2. Donc 1 — w # 0 et donc

®,(w) =0.
(b) On pose P, = Y77 ()w*. Alors

=(1+w"—-w"
= eM™n2" cos(m/n)" — 1

= —(2"cos(m/n)" +1) € R.

On peut le faire aussi d'une autre fagon :
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D'ou P, € R par caractérisation des réels par la conjugaison.

(c) On pose T, = Y72} kw*. Alors

n—1 n—1
(1—-w)T, = Z kw® — Z kwhtl
k=0 k=0
n

n—1
=2 k=3 (=1
k=1

j=1
n—1
= Zwk—(n—l)w"
k=1

=0 (w)—1-n+1

Newton

par R-linéarité de la conjugaison

symétrie coeff binomiaux et W™ =1

chgt indicej =n —k

chgt indice j =k +1



= —Nn Cfm

Comme w = e%™/™ = 1 car n > 2, on en déduit

no_ n B ne~im/n B n —in/n
w—1 eim/n(eim/n — e=in/n) — 2isin(n/n)  tan(m/n) ’

T, =

Partie 2 : Un lien avec des sinus

On pose, pour tout n € N* avec n > 2,
n—1 n—1
A, = H sin(kw/n) et Sp = Z sin(kw/n).

k=0 k=1
4. Soit n € N* avec n > 2.
(a) Soit @ € R et n € N* avec n > 2. Alors

q)n(ezﬁ) — Z ezk9‘
k=0

Si 6 = 0[27], alors € = 1 et donc ®,,(e?) = ®,,(1) = n. Supposons maintenant # % 0[2n]. Alors ¢’ # 1. Et donc

n—1
(I)n(ew) — Z eik@
k=0

1— inf '
= 17619 somme géométrique de raison et? #1
—e
6in9/2(6—in9/2 _ ein9/2) o
T ei02(c—i0/2 _ ci0/2) arc moitié
_ giln—1p/2 Z2i510(nf/2) Euler
—2isin(0/2)
_ i(n—1)6/28I(n0/2)
sin(6/2)
Donc
; n si 0 = 0[27]
(I)n(ew) = i(n— sin(n .
{el(” 1)9/2$ si 0 # 0[27]

(b) En reprend la question précédente et on I'applique avec # = 7/n. Alors /™ =£ 1 et donc

. T ) . i(n—1)m
(I)n(eiﬂ/n) _ 6“712;711)” Sl‘n (%) _ 6% 81'n(71'42) _ e‘ 2n7r '
sin (5-) sin (5-)  sin(g5)
On en déduit alors
n—1
S, = Z sin(km/n)
k=1
n—1 ]
=Jm (Z e/ ") car sin(0) = 0 et R-linéarité de Jm
k=0
= Jm(®, (™))
- sin (%)



sin (/2 — J-)
sin (55)
_cos (37)
~ sin (=)
1
tan (5-)

On aurait pu aussi prouver cette relation par récurrence, mais ce n'est pas la méthode indiquée par |'énoncé.
(c) En particulier, avec n =4, on a

tan(7/8) = ;4
B 1
~ sin(1/2) +sin(7/2) + sin(37/4)

1
V22414 V22
1

1402
—V2-1.

(d) On a enfin
Sn 1

n ntan (3-)
2/m
T (g
2/m 2

tan(%) n—-+o0o ;

2n

car 5 —— 1.
™ n—+oo

5. On fixe maintenant n € N* et n > 2 (encore). On pose

1 n—1 n—1 ) n—1 ik
Bn = (2‘)71—1 [T e Co=T[(1-¢")
@)=t 5 k=1
(a) On a
n—1
k
A, = H sin (ﬂ>
k=1 n
B n—1 eikﬂ/n e thmy Eul
= 1 57 uler
n—1 efikﬁ/n 2ikn
= (e t )
= / 2ikr/
- e thm/n (1 _ G2ikm/n
(2¢)n—1 kl;Il ( )
= B,C,.
(b) On aussi



n—1 _dim n(n—1)
= - e n 2 Gauss
21

(c) Soit z € C tel que ®,,(z) = 0. D’abord, remarquons que z # 1 car ®,,(1) = n # 0. En utilisant la question [1]

on a alors

1 — n
$,(2) =0 <= 1_ZZ =0 car z # 1
—= "=1

2ikm

<— Jke{0,...,n—1}, z=¢n .

2ikm
Orz#1,donc ®,(2) =0 <= Fke{l,....n—1}, z=¢e"n .
D’autre, I'équation ®,,(z) = 0 est une équation polynomiale de degré n—1 et a donc n— 1 racines dans C comptées
avec multiplicité. On a donc trouver toutes les racines de ®,,.

On en déduit donc que

Vz e C, ®,(z) = Tﬁl (z - emy) .
k=1

(d) Ona @,(1) = 37251 = n. D'oli, avec la question précédente,

2ikm
n=%,(1) = l—en )=0C,
IT (1)
(e) On déduit des question [pa [5b] et [5d] :
n
An = By = 5.

Partie 3 : A propos d’une équation

Soit n € N* avec n > 2. Soit z € C tel que nz" = ®,(2).
6. On sait déja que ®,(1) = n. Donc z = 1 est une solution de I'équation nz" = ®,(z). On suppose désormais

z # 1.
7. On suppose |z| > 1. Alors Vk € {0,...,n—1}, [2]"7% > |2| > 1. Et donc Vk € {0,...,n—1}, |2|¥ < |2|". Alors

nlz|" = [®n(2)]
n—1
> 2
k=0

n—1
< Z || inégalité triangulaire
k=0

n—1
<Dl
k=0

’ n

]

=nlz

On en déduit donc que |z| < 1.



8. Supposons |z| = 1.

(a) On adonc z € U. Donc 30 € [0, 27| tel que z = €. Mais comme z # 1, en utilisant |§I on a6 # 0 et donc
310 €]0, 27| tel que z = €¥.

(b) Comme nz" = ®,(z), on a

nein& — @n(ew)

sin(nf/2) in-1y9/2
=~ T un f
sin(0/2) ¢ cflld
D’ou _ .
e g —i(n-1)0/2 _ s1n(n6/2)_

sin(6/2)
(c) D’apres la question précédente, on a el(nt1)6/2 — :;(n"(z//z)) € R. D'ou, par caractérisation des réels par les
arguments, on a

(n+1)0 [ 27 }
-— = 0= .
5 O[r] — 0 I
Donc dp € Z tel que 6 = %. Mais comme 6 €]0, 2|, on en déduit 3p € {1,...,n} tel que § = 72%”1.

On a donc e ("t1)0/2 — ¢irm — (_1)P_ Donc, avec la question précédente :

n(-1)P = ) (#2%5)

p(n+1)T—pm
n+1

sin (2T
Sl (n+1)
—1)p*+lgip (2™
B (—=1)PT sin (n+1>
- ( pm
S (n—‘rl)

— (_1)P+1'

On en déduit donc n = —1 et donc E,.

9. Finalement, si z € C tel que nz" = ®,,(2). Si |z| > 1, on a & d'aprés la question 1. Donc |z| < 1. Si |z| =1 et
z # 1, on aboutit aussi 3 B, d'apres la question précédente. Donc finalement, on a z = 1 ou |2| < 1.

Autrement dit on a

z=1
nz" = ®,(z) = <ou
|z <1

Probléeme 2 (Equations ensemblistes) :

1. (a) Dans cette question, A = (). Alors, pour X C E,
fX)=(Xn®uB=0uB=0B

Donc f est la fonction constante égale a B.



(b) On suppose maintenant B = E. Soit X C E. Alors
f(X)=(XNAUE=EFE

car XNACE.
Dans les deux cas, on voit que la fonction f est constante (et égale a B dans le premier cas et E dans le second).

(c) On calcule
f@)y=AnP)uB=0uB=B

et
fl(A)=(ANA)uB=AUB
et aussi
f(B)=(AnB)UB=DB
car ANB C B.

2. (a) Soit X, X' C E tels que X C X'. Il faut donc comparer f(X) = (ANX)UBet f(X') = (ANX")UB.
[l faut donc commencer par comparer AN X et ANX’. Comme X C X', ona ANX C ANX'. Donc (ANX)UB C
(ANX')UB. Eneffet,siz € (ANX)UB, soitx € Betdoncx € (ANX')UB,ousoitz € (ANX)C (ANX') et
donc z € (AN X')U B. Quoi qu'il en soit, f(X) C f(X’). Et donc f est croissante.

(b) Soit Y C E. On va montrer que (i) = (i) = (iii) = (i). Ce qui démontrera les équivalences voulues.

On suppose donc que Y a un antécédent par f. Donc 3X C E tel que f(X)=(ANX)UB=Y.
On aalors B € BU (AN X) =Y ce qui montre la premiére inclusion. Et aussi AN X C A C AU B. Donc
f(X) cBU(AUB)=AUB.DouY C AUB.

‘(zz) = (ui1) ‘ On suppose B C Y C (AU B). On a d'abord facilement f(Y) C Y. En effet, si y € f(Y), alors
soity € BCY,doncyeY,soitye ANY CY, doncy €Y également. Il faute donc montrer I'inclusion inverse,
c'est a dire montrer que Y C f(Y) = (ANY) U B. Mais comme B C Y, on peut écrire que Y = BU (Y \ B). S
y €Y, alors soit y € B, soity € Y \ B.

Siy € B, alors forcément y € (ANY)UB = f(Y).

Siy e Y\ B, alors y € Y en particulier, donc y € (AU B). Donc y € A ou y € B. Mais y ne peut pas étre dans B
puisque y € Y\ Bet BC Y. Doncy € A. Mais y est toujoursdans Y\ B C Y. Doncy € (ANY) etdoncy € f(Y).
Dot Y C f(Y) ce qui montre I'égalité.

(#i1) = (i) | On suppose donc que f(Y) =Y. Donc Y est I'image d'un élément de P(FE) par f. Donc Y a un
antécédent (qui se trouve étre lui méme). D'ou le (7).

3. (a) D'apres les calculs effectués un peu plus haut, on a f(A) = AU B et f(B) = B. Donc pour que f soit
constante, il nous faut AU B = B, c'est a dire A C B d'apreés la question 1. On a donc une condition nécessaire. On
va maintenant montrer que cette condition est suffisante.

Supposons donc que A C B et montrons que f est constante. Soit X C E. Alors f(X) = (AN X) U B. Mais
ANX CAC B.Donc (ANX)UB = BetdoncVX C E, f(X) = B.

(b) On a f: P(E) — P(E). Pour que f soit surjective, il faut en particulier que E € f(P(FE)), i.e. E doit avoir
un antécédent par f, c’est-a-dire qu'il doit y avoir un X C F tel que f(X) = (AN X)U B = E. Mais on a dit que
[ est croissante, donc on doit avoir f(E) = (ANE)UB = AU B = E. Mais () doit aussi avoir un antécédent. Par
croissance de la fonction, on doit donc avoir f((}) = B = (). La condition nécessaire pour que f soit surjective est donc
A = FE et B=1(). On va donc montrer qu’elle est suffisante.

Supposons donc que A = E et B ={). Soit X C E. Alors f(X)=(ANX)UB=(ENX)Up=X. Donc X a
un antécédent par f et donc f est surjective.

4, (a) Pour voir ce que fait f o f, il faut calculer ce que fait cette fonction sur un ensemble X C E. Soit donc
X C E. Alors
fof(X) = f(f(X))
f(X))u

— (AN
(Am((AmX)UB)) UB



=(ANANX)U(ANB))UB
=(ANX)UB
= f(X)

car ANB C B. Donc fo f=f.

Une telle fonction s'appelle une fonction idempotente.

(b) Soit g : F' — F' une fonction idempotente.

m Supposons que g soit injective et montrons que g = Idp. Soit y € F. On a donc g o g(y) =
9(9(y)) = g(y) et I'injectivité de g nous donne alors g(y) = y. Donc g = Idp.

‘ (ii) = (ii7) ‘ Supposons que g est surjective. Soit = € F. La surjectivité de g nous donne I'existence d'un 2’ € F

tel que g(z') = x. Alors g(z) = g o g(2') = g(a’) = . Donc |3 encore g = Idp.

Les autres implications sont faites d'offices. En effet, si ¢ = Idp, c'est une bijection et donc une injection et une
surjection ce qui nous donne (i) et (i) d'un coup. D'ol I'on a (i) équivalent a (iii) et (ii) équivalent a (iii) ce qui
fournit du coup aussi I'équivalence aussi entre (i) et (ii) en passant pas (ii7).

(c) Commencons par le sens indirecte. Supposons A = F et B = (). Alors

VX CE, f(X)=(XNE)UD=X

donc f =Idp(g) et donc f est bijective.

Réciproquement, supposons que f est bijective. Comme elle est idempotente, d'aprés la question précédente, cela
revient a dire que f = Idp(g). En particulier, § = f() = ()N A)U B = B. On en déduit donc facilement B = {). Enfin
E = f(F) = EN A= A nous donne |'autre condition.

5. (a) Si f(X) = A ades solutions, alors A € f(P(E)) donc A est dans I'image de f, donc A a un antécédent
par f. Mais d'aprés la question précédente, on doit alors avoir B C A C (AU B). Donc pour avoir des solutions, il est
nécessaire d'avoir B C A.

Réciproquement, si on a B C A, on a bien siir B C A C AU B et donc, par la question précédente, f(A) = A.
Donc I'équation f(X) = A a des solutions (dont A est une solution).

(b) On suppose donc B C A ce qui permet a I'équation f(X) = A d'avoir des solutions dans P(E). On va
commencer par le sens indirecte qui est le plus facile. Soit donc X’ C Bet X” C Aeton pose X = (A\B)UX'UX".
Alors

N
N((A\B)UX'UX")UB
NA\B)U(ANXYU(AUX")UB
\B)uX'uduB

Donc X est bien une solution.
(c) Soit X C FE tel que f(X) = A.
i Onadonc A\B=ANB=((ANX)UB)NBCANX.

ii. On en déduit alors

ANX =(A\B)U

\B))
")
)
)

N B)
(ANnX)Nn(AUB)
(ANXNA)U(A
ANXNB)

XN B))



iii. Finalement, comme E=AUA,onaX=XNE=(XNAUXNA) =(A\B)U(ANXNB)U(XNA).
OrANXNBCBetXNACA Onpose X' =XNANBet X"=XNA Alors X =(A\B)UX'UX".

(d) On a montré quesi X = (A\ B)UX'UX"” avec X’ C B et X" C A4, alors f(X) = A (question 4b) et dans
la question 4c, on montre que si f(X) = A, alors 3(X’, X") € P(B) x P(A) tel que X = (A\ B)u X' UX".

On a donc montré que
J(X)= A < 3(X',X") € P(B) x P(A), X = (A\ B)UX'UX".

On a donc résolu I'équation f(X) = A.

Exercice 3 (BONUX) :
Soit (an)ney € NV et p:n — > h—0 ak-

Supposons ¢ surjective.

Notons d’abord Vn € N, p(n+ 1) — ¢(n) = an+1 > 0. Donc ¢ est croissante. Et donc, Vn € N, ¢(n) > ¢(0) € N.
Comme ¢ est surjective, on en déduit 0 € ¢(N) et donc 0 > (0) > 0. Donc ag = ¢(0) = 0.

De plus, si 3k € N tel que a; > 2. Alors p(k) = ¢(k — 1) + ap > 2+ ¢(k — 1). Or, par croissance, V¢ < k — 1,
o) <plk—1)<e@k—1)+1et >k p{l) > ¢k)>pk—-1)+1. Donc ¥/ € N, p(f) # p(k—1)+1 € N.
Donc p(k — 1) +1 ¢ ¢(N). & car ¢ surjective.

On en déduit que Yk € N, a; < 1. Donc (ay)nen € {0, 1}V,

Notons maintenant I = {n € N, a,, = 1}. Donc I C N. Et I # () sinon ¢ serait I'application constante nulle et
donc ne serait pas surjective. Supposons que [ soit un ensemble fini. Soit NV = max . Alors VYn > N, a,, = 0. Et donc
Vn > N, o(n) = ¢(N) = Card(I). Et donc ¢ n'est pas surjective. & . Donc I est infini.

On en déduit donc que (an)nen € {0,1} et ap = 0 et {n € N, a, = 1} est infini.

Réciproquement, si (a,) € {0,1}" tel que aqp = 0et I = {n € N, a, = 1} est infini. Alors (0) = 0, ¢ est
croissante facilement et si n € N, on note i, le n-eme élément de I, alors p(in) = >} an = @i, +ai, +---+a;, =n.
Donc ¢ est surjective.



