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Interrogation 5
Equations Différentielles
Correction

Exercice 1 :

Donner les définitions ou énoncés précis suivants avec quantificateurs et rédaction :

1. Définition d'une équation différentielle linéaire d'ordre
1 et d'étre solution de cette équation.

Soit I C R un intervalle non vide et non réduit a un
point. Soit a,b : I — K continue. Alors I'équation
y' + a(z)y = b(x) est une équation différentielle linéaire
d'ordre 1 définie sur I. Et une fonction f : I — K est
solution de cette équation différentielle si f est dérivable
sur I et Vo e I, f'(x) + a(z) f(z) = b(x).

2. Solutions d’une équation différentielle linéaire d'ordre
1 homogeéne.

Soit a : I — K continue et I'équation différentielle
linéaire homogene v’ + a(x)y = 0. Soit A : I — K
une primitive de a. Alors I'ensemble des solutions de
Y +a(z)y =0 est

I — K
{x — )\eA(‘”)’)\GR}'

Exercice 2 :
7 D4 . cCs . 2
Résoudre I'équation différentielle i/ — 2zy = * 77",

3. Principe de superposition dans le cas d'une équation
différentielle linéaire d’ordre 1.

Soit a,b1,by : I — K continues. Soit f1 : I — K une
solution de |'équation différentielle v/ + a(x)y = by (z) et
fo : I — K une solution de v/ + a(z)y = ba(x). Alors
J1+ fa est solution de ¢/ + a(z)y = bi(x) + ba(z).

4. Solutions de 3" + ay’ + by = 0 avec a,b € R.

Soit a,b € R, A = a® — 4b et I'équation différentielle
linéaire 3y + ay’ + by = 0 homogeéne d'ordre 2 a coeffi-
cients constants réels. Alors :

= SiA>0etaf € R les solutions de I'équation
caractéristique r2+ar+b =0, alors 'ensemble des
solutions de 4’ + ay’ + by = 0 est :

R — R
T =A™ 4 pefr

)\,,uER}.

= Si A =0 et « est la solution réelle de I'équation
caractéristique 2 +ar+b = 0, alors |'ensemble des
solutions de vy + ay’ + by = 0 est :

R — R
r = (Ar+ p)e™

)\,MGR}.

= Si A < 0etatiw sont les deux solutions non réelles
conjuguées de I'équation caractéristique 72 + ar +
b = 0, alors I'ensemble des solutions des 3" + ay’ +
by =0 est :
R — R
R;.
{x —  (Acos(wz) + psin(wz))e™™’ A€ }

L'équation (E) : ¢y — 2zy = e+ est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 définie sur R. Une primitive de
x + 2z sur R est z +— 2. Donc I'ensemble des solutions de I'équation différentielle linéaire homogene associée a (E)

est :

A Youd

R R
{ - 2,)\€R}.

Soit h: R — R dérivable et f : z — h(az)ex2. Alors f est dérivable sur R par produit de fonctions dérivables. Et :

f solution de (E) sur R
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= VzeR, fl(z)—2zf(x) = erte
< Vz € R, h’(m)em2 + 2xh(m)em2 - 2:ch(a:)ew2 = ot
< Vz eR, h(x)=¢"

On choisit alors h : 2 — e*. Et donc f : x — e*+*” est solution de (E) sur R.
Donc I'ensemble des solutions de (E) sur R est :

R — R
{.CE — ()\—i-ez)eIQ’)\eR}'



