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Le devoir dure 4h.

La qualité de la rédaction et de la présentation seront prises en compte dans la notation. On prendra bien garde
a la justesse et la précision des justifications.

Si un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il I'identifiera clairement sur la copie et
explicitera les décisions qu’'il sera amené a prendre.

La calculatrice n’est pas autorisée.

Le sujet comporte|3 pages.

Probleme 1 (Equations différentielles) :
Le but de ce probléme est d'étudier deux équations différentielles d'ordre 2 a coefficients non constants. On

considére |'équation différentielle
y" + 2z + (2% + 1)y = 0. (E)

1. On considére I'équation différentielle
Y +xy = 0. (F)
Résoudre I'équation différentielle .

2. Soit y : R — R deux fois dérivable. On pose z : z — y/(z) + zy(x). Montrer que si z est solution de ([F]),
alors y est solution de sur R.

3. Soit y une solution de ((E]). On pose z : z — ¢/(z) + zy(x). Montrer que z est solution de ([F).
4. Résoudre alors (E)).




Probléeme 2 (Fonctions usuelles) :

Partie 1

On consideére la fonction définie par
sin(x)

f(@) = /5 —4cos(z)
1. Etude de f.

(a) Vérifier que f est bien définie sur R. Montrer que |'on peut réduire |'étude de f a I'intervalle I = [0, 7].
(b) Etudier le signe de f(x) — sin(z) sur I'intervalle 1.
(c) Déterminer les solutions de I'équation f(x) = x sur I.
Indic. : on rappelle que Yz €]0, 7], sin(z) < .
(d) Etudier les variations de f sur I et tracer 'allure du graphe de f sur R.

On considere la fonction g définie sur I par

2. Etude de qg.

(a) Etudier les variations de la fonction

(b) Montrer que g est définie sur R et qu'on peut restreindre son étude a I.

(c) Montrer que g est dérivable sur |0, 7| et calculer sa dérivée. Déterminer I'image de g et tracer I'allure
du graphe de g.

3. Soit x € [0,7/3].
(a) Calculer cos(g(x)) et sin(g(x)).
(b) Calculer f(g(z)). Déterminer aussi g(]0,7/3]). Que peut on en conclure?

Partie 2

On pose

h(z) = arcsin <%) .

4. Montrer que h est définie sur R et que I'on peut réduire I'intervalle d'étude a [, 7].
5. Soit z € [0, 7]. Calculer sin(g(x)).
6. Montrer que :

_ Jm—g(z) =z €][0,arccos(4/5)]
Vme&ﬂ’M@_{gm 2 € [arccos(4/5), 7]

Partie 3 : Hors Baréme (a ne pas traiter)

Cette partie n'est pas a traiter pendant le DS. Mais vous pouvez le faire hors DS pour vous entrainer.
Soit a € [0, 7/2[. On considére les fonctions h et k définies par

h(zx) = arcsin (2(93 —sin(a)) cos(a)) et k(z) = arctan (:zj—sm(a)> .

x? — 2zsin(a) + 1 cos(a)




7. Montrer que h et k sont définies sur R.
Indic. : On pourra introduire la fonction p(x) = %‘m et étudier son image.

8. Pour tout = € R, calculer sin(2k(z)).
9. En déduire que

—m —2k(z) siz <sin(a) — cos(a)
Vo € R, h(z) = < 2k(x) si sin(a) — cos(a) < x < sin(a) 4 cos(a)
m—2k(x)  si x> sin(a)+ cos(a)

Probléme 3 (Diameétre) :
Soit A C R non vide et bornée.

1. On note D4 I'ensemble des distances entre deux éléments de A, i.e.
DA = {|I’ —y|,x,y € A}

(a) Montrer que D4 possede une borne supérieure. On note §(A) = sup D4 que I'on appelle diamétre de
A.

(b) Montrer que §(A) < sup A — inf A.

(c) On veut montrer que 6(A) = sup A — inf A. On raisonne par I'absurde. On suppose donc qu'il existe
M € R majorant de D4 tel que M < sup A — inf A. Montrer alors qu'on aboutit a une contradiction

et conclure.
2. Soit B C R non vide et bornée telle que A C B.
(a) Montrer que inf B < inf A <sup A < sup B.
(b) Montrer alors que 6(A) < §(B).
3. Soit B C R, B # () bornée et telle que AN B # (.
(a) Justifier que 6(A U B) éxiste.
(b) Montrer alors que 6(AU B) < §(A) + o(B).

Exercice 4 (BONUX) :
Cet exercice est hors baréme et ne doit étre abordé que si au moins 75% du sujet a été (correctement) traité.

Résoudre dans R I'équation = |z |z |z]|] = 88.



