NOM :

Prénom :
Interrogation 7
Suites 1
Correction
Exercice 1 :

Donner les définitions ou énoncés précis suivants avec quantificateurs et rédaction :

1. Définition d’une suite convergente.
Soit (un)neny € KN, On dit que (uy)nen est une suite
convergente si 3¢ € K tel que Ve > 0, dng € N, Vn >

ng, |u, — ¢ < e. On notera alors u, —+——> ‘.
n—-+0o0o

2. Théoreme de la limite monotone (un seul cas).

Soit (un)nen € RY décroissante. Alors (uy, )nen converge

si, et seulement si, (uy)nen est minorée. Et dans ce cas

Uy — inf,eyuy,. De plus, v, ——— —00 <=
n—-+0o n—-+00

(un)nen non minorée.

3. Théoreme des gendarmes.

Soit (tn)neN; (Vn)nen, (Wn)nen € RY telles que Ing €

N tel que Vn > ng, up < v, < w,. Si 3 € R tel que

u, — { et w, —— L. Alors v, —— /(.
n—+o0 n—+00 n—+00

4. Définition de deux suites adjacentes.
Soit (Un)nen, (Vn)nen € RY. On dit que (up)nen et
(vn)nen sont adjacentes si (u,)nen croissante, (v )nen

décroissante (ou le contraire) et u,, — v, —— 0.
n—-+00

Exercice 2 :

Soit p € R. Soit (uy,)nen € RY définie parug =0 et u; = letVn € N, uyi0— (p+1Dupi1+ 23%111” = 0. Déterminer

I'expression de (uy,)nen en fonction de n.

Soit (up)nen est une suite récurrente linéaire d'ordre 2 a coefficients constants réels, d'équation caractéristique

5. Borne suite a partir d'une borne d'une limite.

Soit (un)neny € RY et £ € R tel que u,, —— £. Soit
n—-+00

a,b € R. Si a < /£, alors dng € N tel que Vn > ny,

a < up. Et si £ < b, alors dny; € N tel que Vn > nq,

Uy < b.

6. Variation d’une suite récurrente d'ordre 1.

Soit f: I — I et (up)pen € RY définie par ug € I et

Vn €N, upi1 = f(ug).

Si f est croissante, alors (uy,)nen est monotone. Si f est

décroissante, alors (u2y,)nen €t (U2n41)nen sont mono-
tones de monotonies contraires.

7. Limite potentielle d'une suite récurrente d'ordre 1.
Soit f : I — I continue et (uy)neny € RY définie par
ug € I et Vn € N, upi1 = f(up). Si (un)nen converge
vers ¢ € R, alors f(¢) = /.

8. Passage a la limite dans les inégalités.

Soit (un)nen, (Un)nen € RY, £,00 € R telles que

U, — £ et v, — £. Si Ing € N tel que
n—4oo n—+o0o

Vn > ng, U, < vUy,. Alors £ < 0.

r2—(p+1Dr+ % = 0 et donc de discriminant A = (p+1)2 —2p — 1 = p? > 0.

Si p=0, alors A = 0 et donc I'équation caractéristique admet une unique racine (double) ro = 1%1 = 1/2. Donc
I\, pu € R tel que Vn € N, u,, = (An+ p)(1/2)". Or ug =0 et ug = 1. Donc p =0 et (A+ pu)/2 =1. Donc \ = 2.

D'ou :

VneN, u, =

Si p # 0, alors A > 0. Et donc I'équation caractéristique a deux racines réelles distinctes r; = W =1/2 car

n
on—1 !

p>0etry = W =p+1/2. Donc I\, i € R tel que Vn € N, u,, = AN(1/2)" + u(p +1/2)". Or ug =0 et ug = 1.
Donc A+ pu=0et A\/2+ u(p+1/2) =1. Donc u = 1/p. Et donc A = —p/2. D'ous :

1 /1

2p + 1)") 14+ @2p+ 1)

2 2mp
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