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Le but de ce probléme est de déterminer I'équivalent de Stirling

n
n
n! ~ 2mn ()
n——+oo [

Partie | : Un équivalent a une constante prés

On introduit la suite (uy,)nen+ définie par
nle™

- N

Vn € N*, u,

1. Montrer que Vn € N*, u,, > 0.

2. Montrer que
Vn € N* Unt1 _ el (5+n) In(1+1)
, .
Un,

3. On introduit la fonction ¢ définie par

1 1
Vi >0, p(t)=1-— <2+t) In(1+1¢).

(a) On pose (t) =2t — (t + 2)In(1 + t). Par une double dérivation, déterminer le signe de 1 sur R.
(b) En déduire le signe de ¢ sur RY .
(c) En déduire la décroissance de la suite (up)nen.

4. En déduire que la suite (u,) converge. On appelle C' la limite de la suite (uy,).

5. Justifier que C > 0.

6. Supposons que C' = 0. On considére la suite (v, )pen+ définie par
Vn € N*, v, = In(uy,).

(a) Que peut-on dire sur la convergence de (vy,)?

(b) Montrer que Vn > 2, vp4q1 — vy, =1 — (% + n) In(1+1/n).
(c) Montrer que Vz > 0, a;—x; <ln(l+z)<z- %Z—i—%g
(d)
(¢)

d) En déduire un encadrement de v,41 — v, pour tout n > 2.
e) En déduire
1 &1 1 &1 1 &1
Vn > 2, —ﬁZﬁ—ézﬁﬁvn+1—02§12ﬁ~
k=2 k=2 k=2



(f) En admettant (encore pour quelques semaines) que (Z?ﬂ k%)
et en notant

1
et ( T —,> sont convergentes
nenx 2e=1 73 neN* &

n—+oo

| L |
kz::lﬁ-——»g@)eﬂ% et gﬁmg(S)eR,

aboutir 3 une contradiction et conclure que C' > 0.

. En déduire finalement

nl ~ Cvn <Z>n

n——+oo

Partie Il : Détermination de la constante C

On définit une suite (I,,)nen des intégrales de Wallis par
w/2
VneN, [, :/ sin(t)"dt
0

En faisant alors un changement de variable et en utilisant la positivité de I'intégrale et la croissance de I'intégrale,
on peut montrer que
vneN, I, >0 et (In)nen est décroissante.

[l est facile aussi de calculer les premiers termes, et une double intégration par partie nous permet d’avoir :

=12
I =1
Vn €N, Iy =251,

8. Calculer IQ, [3, I4, [5.

9. On pose, Vn € N, J, = (n+1)I,411,. Montrer que la suite (J,,)nen est une suite constante et donner sa valeur.

10.

11.
12.

13.
14.

Etablir que Vn € N,

m (2n)! (27n!)?
A L0 L P L
=9z © 2= o+ 1)

En utilisant la monotonie de (I,),en, montrer que I, ~ Iy
n——+oo

En déduire un équivalent de J, faisant intervenir I,,, puis en déduire

| T

A I'aide de la partie | et de la suite (I2;,)nen, donner la valeur de la constante C.

Applications : Donner un équivalent simple et la limite des suites dont le terme général est

n! (n!)?
Qn = ﬁ et Bn = o




