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Partie | : Un équivalent a une constante preés

On consideére la suite (u,) définie par
nle™

1. Onsait que Vn > 1, €™ > 0, n! > 1, \/n > 1 par croissance de la fonction racine, n™ > 1. Donc Vn > 1, u,, > 0.
2. Soit n € N*. On calcul :

Vn € N*, u, =

Uny1  (n+Dle™ /mn"
Un /A4 I(n+1)nt nlen

=e
n+1\n+1

_ 617% In(1+1/n)+n(In(n)—In(n+1))

_ 617% In(14+1/n)—nlIn(14+1/n)

— o1=(3+n) In(1+1/n)
3. On pose

1 1
V>0, pt) =1 — <2+t>ln(1+t)

2t (t+2)In(1+1)
- 2t

R0
2t
On remarque aussi immédiatement que
Vn € N*. “ntl _ o(1/n)
) U,

(a) % est infiniment dérivable sur R et

t+2
VteRy, ¥/ (t)=2—-In(1+1t) — ——
+ Y'(t) n(1l+1¢) =
et 1 i1t —2 ¢
Vt e Ry, ¢"(t) = — — LA - < 0.
+ ¥ ) 1+t (t+1)2 (t+1)2 ~

On en déduit le tableau de signes :



t 0 400
P () -
0
¥ \
P'(t) -
0
v \
P(t) -

(b) Comme Vt > 0, ¢(t) = % on en déduit que ¢ et ¥ sont du méme signe. Donc Vt > 0, p(t) < 0.
(c) On en déduit également que
Vn € N*, Untl _ e(l/n) -1

Un
par croissance de |'exponentielle. Et donc la suite (uy,) est décroissante.

. La suite (uy,) est donc décroissante et minorée par 0 (cf question 1). Donc, par théoréme de la limite monotone,
elle est convergente. Donc lim,,—, o Uy, existe. On pose C' = limy,_, 1 o Up,.

. On sait que Vn > 1, u, > 0. Donc, par passage a la limite dans les inégalités, C' = lim,,_, 1 o uy, > 0.
. On suppose C' = 0. On pose
Vn > 1, v, = In(uy).
(a) Comme la suite (u,) converge vers 0 et comme In(z) — o Par caractérisation séquentielle des limites
T—r
(ou par composition dans les limites), on obtient v,, = In(uy,) T Donc la suite (v,,) est divergente
n—-+0oo
vers —oo.
(b) D’aprés la question 2, on a Vn > 2, vp11 — vy = In(upt1/up) = p(1/n) =1 — (% + n) In(1+1/n).
(c) On considére les fonctions f et g définies sur Ry par f(z) =In(1+ ) — 2+ 22/2 et g(x) = f(x) — 23/3.
Alors f et g sont dérivable sur R comme sommes (et composées) d'applications dérivables sur R et

1 1—1—z+z+ 22 x?
Vo >0, fl(z) = —l—z= = >
z20, fi(z) 1+2x v 1+2x 1+z
et 2 2 3 3
Vg > 0. o _ B et A <o
xr = 79(1') f(.%') T 1—|—.I 1+x_

Donc f est croissante sur R et g est décroissante sur Ry. Or f(0) = g(0) = 0. On en déduit donc

2 2 3
x x x

Ve>0 z— & <l(lt+z)<z— o +2
x>0, x x_n(+x)_x 2+3

(d) En particulier, Vn > 2,

1 1
v In(1+1/n) <
On en déduit donc 1 1 1
Yn>21——<nln(l+1/n)<1-— —+ —.
n = 4, Qn_nn( + /n)— 2n+3n2



Et aussi

Vn > 2,

1

2n

1 1

< =
4n? — 2

En sommant les deux relations précédentes, on a

D’ou

1 1
Vn > 2, 1—m§ (+n>ln(1+l/n)§1+

Vn > 2,

=% 1202 6nd —

1

2

1
In(1+1 < — —
n(l+1/n) < o

2

(e) En sommant les inégalités précédentes, on trouve, par télescopage,

(f) Or

et

Vn > 2, _ﬁzﬁ

1 1

k=2

"1

Z ﬁ n—+o0o

k=2

"1

11
P

k=2

1
4n?

12n2

= +n) In(1+1/n) =vp41

1- (3

1
6n3
L1
6n3"
1
—n S

Donc (vp+1—v2)nen est une suite minorée (encadrée par deux suites convergentes, donc deux suites bornées).

Or par hypothese, u,, — 0, donc par composition dans les limites, v,, = In(uy)

(vn) n'est pas minorée. D'otr B,

n—-+00o

On en conclut que C' # 0. Or C' > 0. Donc C' > 0.

7. Comme u,, —— C # 0, on en déduit u,
n—-+0o0o n

On consideére la suite (I,,),en définit par

n n
n! ~ Cyn () )
n—-+oo [
Partie 11
Ih=1
L =1
Vn € N, In+2 = %In

que |I'on admet étre décroissante et strictement positive.

8. On a alors

et

et

et

1 T
Iy = Iy = —
27907y
1+1 9
I. = I =2
37152173
2+1 3
Iy = I, = 2=
1T 97277 16
3+1 4 2 8
3+2 573 15

—— —o0. Et donc
n—-+oo

~ (. Et par multiplication, on a immédiatement,
——+o0



9. Soit n € N. Alors

JnJrl

Donc la suite (J,,)nen constante égale a Jy = Ipl; =

(n+2)Int2lnyr = (n+ 2)

I In+1 (TL + ].)Inln+1 = Jn

us
5

10. On pourrait montrer les relations par récurrences, mais on va faire autrement. On sait que

2n +1
on +2 2"

Vn € N, Iopyo =

Et par une récurrence facile, on a alors

Vn € N, I2n:H

D’ou I'on déduit alors, Vn € N,

IQn =

[Ti1(2k - 1)

2(n+1)—1
2(n+1)

I2n

m2k—1

I
o2k 0

k=1

I
M 2k °

2k( 2k 1
Hk 1 )7T
2n sz:l ko2

2n
k=1 k

_ L2k

Et de méme, on a

2n+ 2
2n

Vn €N, Ippy3 =

Donc, par récurrence facile, Vn € N,

Iopi1 =

11. On sait que (I)nen est décroissante Donc Vn € N¥,
< 1. Mais en utlllsant la relation de récurrence vérifiée par (1,,), on en déduit donc

n—1

donc Vn € N*, T < I+
* +1 _

donc I, et Intq.

On rappelle que Vn € N, J,, = (n+1) 1411, =

2
nlz.

12.

On en déduit donc, par transitivité de la relation d'équivalence, nl?

Z.Donc J,
2 n—-+4oo

2nn! 2
2n)! 7

T (2nal)22

2(n+1)

—1I

+3 2n+1 =

ﬁ 2k
Lok +1
B 2Mn!
[Th=1(2k +1)
2"n!
2k(2k+1)

Hk 1
_(2mat)?
 (2n+1)!

1

I,1 < I, <I,41. Mais comme Vn € N, I,, >0, on a

In

<1.0r14+4%f ——31, donc par théoréeme des gendarmes, e T 1 et
Tnt1 n +oo +1 n—+o0

~

~Y
— 400

5 puisque /2 # O et Jy, = (n+1) 11yt

. Et donc I2 ~ 7= puisque
n— o0

~

jus
n—-+o0o 2

I'on peut diviser dans les relations d'équivalences. Et comme on peut élever aussi a une puissance réelle avec des
suites a termes strictement positifs (et c'est le cas), on obtient donc



13. La suite (I2,) est une sous-suite de la suite (I,) et on a un équivalent de la suite (I,). On en déduit donc un

équivalent de la suite (Ia,) :
I T 1\/?
i Van 2V n

OrvneN, I, = g% d’'apres la question . Et a la fin de la partie | dans la question , on a montré que

n——+oo

nl ~ Cvn (Z)
On en déduit donc

2n
r CVv2n (%")
T ~ =
M e 2 920 (C\/ﬁ(%)ny
B EC\/%(Zn)Q”eM

2 22n CQ nn2n62n
™

CV2n

Par transitivité de la relation d'équivalence, on a donc

L
2V n notee C2n

Ce qui nous amene facilement a

Mais comme les deux cStés sont des constantes, en passant a la limite et en utilisant I'unicité de la limite (par

exemple), on a
C=V2r

Et on a fini (3 3 question prés) la démo de I'équivalent de Stirling!'!

14. Application :

n!
O[n—n7

~ A (n/e)"V2mn

n—-+oo ’]’Ln

V2m™n
~ — 0

n—+oo el n—-+oo

par croissance comparée. Et

nTL
1
o e (nfe)(2mn)

~ (2mn)(n/e*)" ——— +oo

n—+o00 n—+oo



