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Partie | : Généralités autour des fonctions hyperboliques
1. Fonction argsh
(a) OnaVz € R, sh(z) = €<= = ez(172672z). On a

l—e 2 — 41
xr——+00

donc 22)
T(] g2
sh(z) = crd-e +00

2 z—+00

par produit. Par imparité, on en déduit

sh(z) = —sh(—x) — %

(b) On sait que la fonction sh est continue (et dérivable) sur R. Par le TVI, un corollaire du TVI, théoréeme de
la limite monotone, on a sh(R) = R. Donc sh est surjective de R dans R. De plus, le sh est strictement
croissant, donc injective. Donc sh est bijective sur R.

On appelle argsh =sh™ : R — R.
(c) Soit z,y € R tel que sh(z) = y. Alors

xT

sh(z) =y <= e —e " =2
— ¥ e —1=0
= (€ -y -1y
= (" -y’ =1+y

e —yl =142
> " =y+/1+ 42

Mais 1 + 32 > y?2, donc, par stricte croissance de la fonction racine, \/1+y2 > /y2 = |y| > 5. On en
déduit donc y — /1 +y2 < 0. Or e* > 0. D'ou

€ =y+\/1+1y?2 <= z=In(y+/1+9y?).
D’autre part, par bijectivité de sh, sh(z) =y <= x = argsh(y). Par unicité de la fonction réciproque, on
en déduit donc argsh(y) = In(y + /1 + y?).

On notera qu'on a montré en particulier que Yy € R, y + /1 + y2 > 0. Donc |'expression de argsh est
bien définie sur R.



2. Fonction argch
(a) On aVz €R, ch(z) = 2= D'ol

x —T
ch(z) = c te +00

2 T—+00

et par parité de ch, on a aussi ch(z) = ch(—x) — o t
x —0o0

(b) On sait que ch est strictement croissante sur R et donc en particulier injective. Et par le TVI, un corollaire
du TVI et le théoreme de la limite monotone, on a ch(R4) = [1,+oo[. Donc ch est bijective de R4 sur
[1, +ool.
On note argch la bijection réciproque, i.e. argch = (ch |R+)_1.
(c) Soit x > 0 et y > 1 tels que ch(x) = y. Alors

x

ch(z) =y < e"+e " =2
= e 2" +1=0

= ("—y’=y"-1
= e =y+/y2—1 cary>1 = 3?2 >1

(d) Soit z > 0 et y > 1 tels que ch(z) =y. On a alors

y>1
— —2y+1< -1
= (y-1)P7 <y’ -1

—y—1<+/y2-1 cary—1>0
y—Jy2—-1<1.
Or d’aprés la question précédente, on a e® =y ++/y2 —1loue® =y —/y2 —1lete® >1carxz > 0. Donc

e =y+ \/gﬁ Et donc z = In(y + \/y27_1)

Par unicité de la réciproque, on en déduit alors argch(y) = In(y + /y? — 1).

Partie Il : Etude d’une fonction particuliére
On consideére la fonction f définie par

. 1+2
f(z) = arcsin(z) — 2 arctan (1/ = ) .

On se propose de donner une expression simple de f par trois méthodes différentes.

3. Premiere méthode : Etude de fonction
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(a) arcsin est définie sur [—1,1]. arctan est définie sur R. La fonction z + /x est définie sur Ry. Et x> =7

est définie sur R\ {1}.
Par ailleurs, on a le tableau de signe :

T —00 -1 1 400
1+ — 0 + 2 +
1—=x + 2 + 0 —

i -0 s -




Donc par composition, = — y/1EZ est définie sur [—1,1].

Finalement, f est définie sur [—1, 1N

—1,1[=

[—1,1].

(b) On sait que arcsin est dérivable sur | — 1,1], arctan est dérivable sur R, = + /x est dérivable sur R,
x +— L est dérivable sur R\ {1}. Donc, par composition, = — /1% est dérivable en tout z € [—1,1]

tel que § Hx > 0. Donc, d'aprés la tableau de signe de la question précédente, x — 1+‘T est dérivable sur
] -1, 1[.
Finalement, par composée, puis sommes d'applications dérivables, f est dérivables sur ] —1,1[. Et :
1 1 l—z+4+(1+42x)
Vo el - 1,1, fl(z) =
] [f() m 1_|_1+z2\/7 (1_1.)2

1 1—=2x 1—=z 2
T V1—22 l-z4+14z\1+2(1—-2)2

_ 1 1—x 1
T Vi—22 \V1+z1-2
1 1

S V1I—22 V- a2

=0.

Donc f est une fonction constante sur | —1,

donc

Vz € [-1,1], f(x) = arcsin(x) — 2arctan (

4. Deuxieéme méthode :
(a) On ash:R — R bijective et ch : R — |1

1[. Or f(0) = —2arctan(1) =

1+=x .7
11—z 2

—7 et f est continue sur [—1, 1],

avec des fonctions hyperboliques :

, +oo[ surjective mais non injective. Donc, par quotient d’applica-

tions dont le dénominateurs ne s'annule pas, th = % est définie sur R.

D’autre part, on a

Vz € R,

car Yz € R, ch(z) > 1> 0.
Et de méme,

Ve eR, 2 >0

D'ou I'on déduit Vz € R, th(z) €] —1,1].

—2¢77 <0 < Vz eR,

<e®
el —e T <et+e”
sh(z) < ch(z)

th(z) <1

<~ Vr eR,
<~ Vr eR,
<~ Vr eR,

— VreR, —e¥<e¢e”

—et<e—e"

—ch(z) < sh(z)
—1 < th(x).

<— Vz € R,
<— Vz € R,
<~ Vz € R,

(On aurait pu le montrer a partir de |'étude de th en dérivant et en faisant un tableau de variations).

(b) On pourrait montrer que th est bijective en faisant une étude de fonction.

Soit z € R et y €] — 1,1] tel que th(z) = y. On résout cette équation d'inconnue z.

et —e”

th(z) =y <

=Y



e? — 1
625’34—1:
62:1:_1_ 2x
=y(e* +1)
(1-y)e* =1+y
e?x:1+y
1-y

1 1
T=3 In <1i_gzj> cf étude signe [33]

)

rt1e

cary <1

!

On note alors argth :] — 1, 1[— R définie par argth(z) = %ln Gf—x) D’apres I'étude de signe de , argth

x
est bien définie sur | — 1, 1[. Et d'autre part, par le calcul précédent, on a

Vo € R, argth(th(z)) =z et  Vxe|—1,1], th(argth(z)) = .

Donc argthoth = Idg et thoargth = Idj_; ;. D'ou I'on déduit, par caractérisation de la bijectivité, que
th est bijective de R sur | — 1, 1[ et que

th™! :argth']_ LI = s
T — 5111(%)

(c) Soit y,z € R. On a th(y) €] — 1, 1] donc en particulier th(y) # 1. On résout I'équation en y :

1 + th(y) .
1 — th(y) N
14+ ezzfl
+1
— o Z?y-1 = e
T eyl

z

e+ 1+e%—1
=e
e2+1—ew+1
62y:ez

= 2y=z bijectivité de exp
(d) Soit € R. Alors, d'aprés la question précédente,

cos(2arctan(e®)) = 2 cos(arctan(e®))? — 1
2
1+e2
1— 623:
1+ e
= —th(x).

(e) Soit x €] —1,1[. On pose y = argth(z) € R. Alors x = th(y) par bijectivité de la fonction th et parce que

th™! = argth. Alors, d'aprés la question précédente, e = }f:igg

Finalement,

— X
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f(x) = arcsin(x) — 2arctan < . )
_ : 1+ th(y)
= arcsin(th(y)) — 2arctan < 1—th(y)>
= arcsin(th(y)) — 2 arctan (\/eTy)

= arcsin(th(y)) — 2arctan(e?)



Par ailleurs, d'apres la question précédente, cos(2arctan(e?))

th(y). Mais arctan : R —| — /2, 7/2]

et arctan est impaire et croissante. Donc arctan : Ry — [0, 7/2[. Donc 2arctan(e¥) €]0, 7[. Or cos ][0 .

~1
est bijective et arccos = (cos |[0 n]) . Donc 2arctan(e¥) = arccos(— th(y)).

On en déduit

f(z) = arcsin(th(y)) — arccos(— th(y))
= —(arcsin(— th(y)) + arccos(— th(y)))

™

2

5. Troisiéme méthode : Avec des fonctions circulaires.

(a) Soitx € [—1,1][. cos est strictement décroissante sur |0, ], donc cos est injective et cos(]0, 7]) = [cos(7), cos(0)[=

imparité arcsin

[—1, 1]. Donc cos établit une bijection de 0, 7] sur [—1, 1[. D’ou pas bijectivité, 3'6 €]0, ] tel que x = cos(6).

(b) Soit z € [—1, 1]. Soit # €]0, 7] unique d'aprés la question précédente, tel que z = cos(6). Alors

1+
—x

f(x)

arcsin(z) — 2 arctan (

)

1 4 cos(0)

arcsin(cos(f)) — 2arctan ( m

)

arcsin(sin(mw/2 — #)) — 2 arctan (

7T 1
= — — — 2 7y
5 0 arctan (tan(9/2)>
— g —0-—2 (;T - arctan(tan(G/Z)))
__T
2

2cos(0/2)

)

2sin(6/2)

car 5 —0 € [-7m/2,7/2[
et cos(60/2),sin(6/2) > 0
car tan(6/2) >0
car /2 €]0, /2]



